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Grundzüge einer arithmetischen Theorie der 


» m 1 »/ 
algebraischen Grössen. 
(Von L. Kronecker.) 
(Abdruck einer Festschrift zu Herrn E. E. Kummers Doctor-Jubiläum, 10. September 1881.) 


(Heichzeitige Beschäftigung mit algebraischen und zahlentheoretischen 
Studien hat mich schon früh dazu geleitet, die arithmetische Seite der Algebra 
besonders ins Auge zu fassen. So führte mich die Untersuchung der aus 
Wurzeln Abelscher Gleichungen gebildeten complexen Zahlen auf jenes alge- 
braisch-arithmetische Problem, alle Abelschen Gleichungen für irgend einen 
Rationalitäts-Bereich aufzustellen, dessen Lösung ieh im Juni 1853 der hie- 
sigen Akademie mitgetheilt habe. Seitdem habe ich stets in gedruckten Publi- 
:ationen wie in meinen Universitäts-Vorlesungen die arithmetischen Gesichts- 
punkte in der Algebra besonders hervorgehoben und auch vielfach die arith- 
metischen Methoden auf einzelne algebraische Fragen angewendet. Doch war 
es mir kaum möglich, über diese meine Arbeiten Mittheilung zu machen, ohne 
mich auf die allgemeine Theorie berufen zu können, und ich habe mich dess- 
halb seit längerer Zeit mit dem Gedanken getragen, eine ausführliche Arbeit 
darüber zu veröffentlichen. Aber mannigfache Hindernisse, vor Allem der 
Wunsch die vielen noch vorhandenen Lücken der Untersuchung auszufüllen. 
haben mich davon zurückgehalten. bis jetzt der Wunsch überwog, meinem 
Freunde und Lehrer zu seinem Festtage die Ergebnisse anhaltender For- 
schungen gesammelt und geordnet darzubringen, obgleieh ich mir beim An- 
fange ebenso der Schwierigkeit meines Vorhabens wie nachher beim Ab- 


schlusse der Unvollkommenheit des Werkes bewusst gewesen bin. 

Da der Umfang der Arbeit über das Maass einer Abhandlung ange- 
wachsen ist, habe ich sie der Uebersicht wegen in zwei Theile gesondert. In 
dem ersten werden die weiteren und engeren Sphären der Existenz der alge- 
braischen Grössen fixirt, es wird die Art ihrer Existenz genauer dargeleet 
und zwar auch in dem Falle, wo mehrere derselben zugleich durch irgend 
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ganzen algebraischen Grössen, d. h. diejenigen, welche auf ihre Theilbarkeit 
Bezug haben, entwickelt. — Während im ersten Theile von der unendlichen 
Menge algebraischer Grössen einer Sphäre ausgegangen wird und ihre zu- 
nächst nur begriffliiche Zusammenfassung in Gattungen und Arten durch eine 
gemeinschaftliche Darstellung eonereten Ausdruck erhält, wird im zweiten 
Theile von einer beliebigen endlichen Anzahl ganzer ee :her Grössen 
ausgegangen und dem zunächst nur durch Analogie mit den ganzen ratio- 
nalen Grössen geforderten Begriffe des gemeinsamen Theilers durch einen 
algebraischen Ausdruck entsprochen. Wie jener elementareren Aufgabe der 
Darstellung aller ganzen algebraischen Grössen einer Gattung nur dadurch 
genügt werden konnte, dass an die Stelle ganzer Funetionen einer alge- 
braischen Grösse lineare Funetionen von mehreren genommen, d. h. dass 
den Potenzen einer einzigen algebraischen Grösse noch andere Elemente der 
Gattung associirt wurden, um die gebrochenen „idealen“ Grössen zu wirk- 
lichen zu machen *), so erforderte das höhere Problem der Darstellung des 
gemeinschatftlichen Theilers ganzer algebraischer Grössen die Association der 
„ganzen algebraischen Formen“, um diesen aus der Sphäre blosser Abstrac- 
tion in die Wirklichkeit algebraischer Gebilde zu versetzen. Aus der Vereini- 
eung dieser beiden Darstellungs-Prineipien werden im Schlussparagraphen 
die Fundamentalgleichungen hergeleitet, mit Hülfe deren sich die gesammte 
T'heorie der algebraischen Grössen auf die der rationalen Funetionen von 
Variabeln redueiren lässt, und da bei dieser Reduetion sich die Anzahl der 
Variabeln und die Stufenzahl der Formen erhöht, so zeigt sich, dass jener 
mit den Formen selbst zugleich eingeführte Begriff ihrer verschiedenen Stufen 
den Begriff der algebraischen Irrationalität zu ersetzen geeignet ist. 

Dass viele zum Thema gehörige Fragen noch unerledigt geblieben, 
viele behandelte Punkte näher auszuführen sind, habe ich an den einzelnen 
Stellen der Arbeit selbst hervorgehoben und schon durch den Titel angedeutet. 
Ich habe hier nur die „Grundzüge“ einer im Wesentlichen neuen Behand- 
lungsweise der algebraischen Grössen geben wollen oder können. 

*) Diese Darstellungsweise hat in dem speciellen Falle der algebraischen Zahlen 
auch Herr Dedekind angewendet und vor mir 1571 durch den Druck veröffentlicht 
(vgl. die Vorbemerkung zu meiner Abhandlung im Journ. f. Math. Bd. 91, S. 301). Die 


Bedeutung gebrochener idealer Zahlen ist schon auf $. 31 der Kummerschen Abhand- 
lung „Ueber die allgemeinen Reeiprocitätsgesetze‘‘ aus dem Jahre 1859 dargelegt. 


eine Anzahl algebraischer Gleichungen definirt oder eigentlich nur gefordert 
werden. Im zweiten Theile werden die arithmetischen Eigenschaften der 
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Erster Theil. 


$ 1. 


Die Rationalitäts- Bereiche. 


Ich fixire, wie in meinen früheren Aufsätzen, z. B. in denjenigen, 
welche in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom Juni 1855, vom 
Februar 1873 und vom März 1879 abgedruckt sind, durch die Grössen 
MR”, RW”, ... einen bestimmten Rationalitäts- Bereich (WM, R”, W", ...). 
In dem ersten von jenen erwähnten Aufsätzen sind die den Rationalitäts- 
Bereich charakterisirenden Grössen mit A, B, C, ... bezeichnet. Die dort 
zuerst eingeführte Fixirung eines solchen Bereichs war, wie a. a. 0. näher 
dargelegt ist, für die Klärung der Theorie der algebraischen Gleichungen 
durchaus nothwendig. Das Bedürfniss einer Präeisirung dessen, was bei 
einer bestimmten Untersuchung als rational zu betrachten sei, tritt bei 
Galois und auch schon bei Abel, namentlich in der Einleitung zu seinem un- 
vollendeten Aufsatze „sur la resolution algebrique des &quations“ (Oeuvres 
completes, Tome II p. 185), deutlich hervor. Doch geht Abel in seinen be- 
treffenden Ausführungen, wie sich dann zeigt, nieht bis auf das nothwendige 
Fundament rationaler Functionen mit ganzzahligen Coefficienten zurück, 
sondern behält im Gegentheil die nähere Bestimmung der Coefficienten vor, 


bw) 


und bei G@alois macht die weitere Entwickelung die Präeisirung des „Ra- 
tionalen“ überflüssig. In dem letzten meiner oben erwähnten Aufsätze 
habe ich, wie auch stets in meinen Universitäts-Vorlesungen, den Aus- 
druck „Rationalitäts - Bezirk“ gebraucht, um dessen in gewisser Hinsicht 
willkürliche Abgrenzung zu kennzeichnen; doch glaube ich den hier ge- 
wählten Ausdruck „Bereich“ um desswillen vorziehen zu sollen, weil darin 
der Begriff des Räumlichen weniger scharf ausgeprägt ist, und weil er sich 
in Folge dessen den anderen in meinen Arbeiten und Universitäts - Vor- 
lesungen eingeführten, durchweg nach Gauss klassischem Muster der Syste- 
matik der beschreibenden Naturwissenschaften entlehnten Bezeichnungen 
näher anschliesst. Ueberdies findet sich auch im gewöhnlichen Sprach- 
gebrauch bei dem Begriffe eines „Bereichs“ die Möglichkeit einer ver- 
schiedenen Abgrenzung nicht geradezu ausgeschlossen, wenn sie auch darin 
weniger — als in dem Ausdruck „Bezirk“ — hervorgehoben ist. 
1* 
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Der Rationalitäts-Bereich (W,R”’,R%”,...) enthält, wie schon die Be- 
zeichnung deutlich erkennen lässt, alle diejenigen Grössen, welche rationale 
Funetionen der Grössen W, RM, RW”, ... mit ganzzahligen Coeffieienten 
sind. Diese Bestimmung, dass die Coefficienten ganzzahlig sein sollen, ist 
nur hier im Anfange, um jedes Missverständniss auszuschliessen, hinzugefügt. 
Im Folgenden soll stets, wie in allen meinen früheren Aufsätzen, der Be- 
eriff „der rationalen Function der Grössen N“, auch ohne weitere Hinzu- 
fügung, in seiner ursprünglichen, einzig präcisen Bedeutung als der einer 
rationalen Funetion mit ganzzahligen Coefficienten gebraucht werden. Wenn 
an einzelnen Stellen der Untersuchung bei rationalen Funetionen der Grössen 
Y von der Beschaffenheit der Coefficienten abgesehen werden soll, so ist 
es geeigneter, sie als solche zu bezeichnen, welche die Elemente R in ratio- 
naler Weise enthalten oder durch rationale Operationen aus denselben ge- 
bildet sind. 


Durch den „Rationalitäts-Bereich (W,R,R”,...)" sollen die sämmt- 


lichen rationalen Funetionen der Elemente X — nur zur Erleichterung der 
Ausdrucksweise bei der Darstellung der Theorie — begrifflich zusammen- 


gefasst werden, und in derselben Weise soll auch noch weiterhin die Ein- 
ordnung von „Grössen“ nach bestimmten, besonders darzulegenden, gemein- 
samen Eigenschaften in geschlossene Kreise oder Kategorieen erfolgen. Der 
Ausdruck „Grösse“ ist hierbei in der weitesten arithmetisch -algebraischen 
Bedeutung zu nehmen, und es sind im Allgemeinen auch Grössengebilde 
wie „rationale Funetionen unbestimmter Grössen“, sogenannte „Formen be- 
liebie vieler Veränderlicher“ u. s. w. mit darunter zu verstehen, denen der 
Begrifi (der Maassgrösse, der des „grösser oder kleiner Seins“ gänzlich fremd 
ist. Aber die gewöhnlichen Zahlengrössen, die rationalen wie die alge- 
braischen irrationalen Zahlen, gehören mit in die Kategorie der zu be- 
handelnden Grössen, und es ist desshalb ausdrücklich hervorzuheben, dass, 
obgleich hier das „grösser oder kleiner Sein“ volle Bedeutung hat, dennoch 
bei allen im Folgenden vorkommenden Gruppirungen, weil sie nach allge- 
meineren Gesichtspunkten vorzunehmen sind, die Maassgrösse keinerlei Rück- 
sicht bilden wird. Bei der in $ 3 erfolgenden Einführung des Gattungs- 
begrifts liegt z. B. die zu einer besonderen Gattung gehörige Grösse Y2 
„begrifflich" weit ab von irgend einer der Quadratwurzel aus zwei noch so 
nahe liegenden rationalen Zahl; ebenso tritt bei der späteren Unterscheidung 
der ganzen und gebrochenen Zahlen für die der Grösse nach benachbarten 
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Zahlen der beiden Kategorieen eine begriffliche Trennung ein. Eben dess- 
halb, und weil man doch gewohnt ist, sich die Zahlengrössen ihrer Maass- 
grösse nach, nicht aber ihren algebraischen Eigenschaften nach, an einander 
gereiht oder irgend wie räumlich gruppirt vorzustellen, halte ich es für 
angemessen, in der Terminologie die Ausdrücke mit entschieden räumlichem 
(Grepräge zu vermeiden und nur solche, kaum zu umgehende allgemeine 
Ausdrücke — wie eben jenes Wort „Bereich“ — oder allgemeine Bilder 
zu gebrauchen, welche die ursprünglich räumliche Bedeutung bei ihrer viel- 
fachen Verwendung im gewöhnlichen Sprachgebrauche schon fast verloren 
haben. Aus diesem Gesichtspunkte habe ich auch geglaubt, von der Adoption 
der Dedekindschen Bezeichnung „Körper“ absehen und meine ältere Be- 
zeichnungsweise im Wesentlichen beibehalten zu sollen, zumal gerade 
wenigstens für die vorliegenden Untersuchungen — mir eine ganz neue 
Begriffsbildung zur Zusammenfassung der rationalen Funetionen bestimmter 
Grössen W, WR, R”,.... nicht erforderlich und diese Zusammenfassung selbst 
durch das Wort „Rationalitäts-Bereich“ in schlichter, ungezwungener Weise 
ausdrückbar erschien. 

Mit der Fixirung des Rationalitäts-Bereiehs wird die Frage der Zer- 
legbarkeit ganzer Functionen von einer oder mehreren Veränderlichen, deren 
Coefficienten jenem Bereich angehören, zu einer völlig bestimmten, insofern 
dabei verlangt wird, dass auch die Coeffieienten der Factoren eben dem- 
selben Bereich angehören sollen. In diesem Sinne soll nun stets eine ganze 
Funetion von beliebig vielen Veränderlichen mit Coeffieienten aus dem 
kationalitäts-Bereich (WM, N”, W",...) schlechthin als „irreduetibel“ oder „un- 
zerlegbar" bezeichnet werden, wenn sie keine eben solche ganze Funetion, 
d. h. keine ganze Funetion derselben Veränderlichen mit Coeffieienten aus 
demselben Rationalitäts-Bereich als Factor enthält (vgl. $ 4). Die von den 
Veränderlichen unabhängigen Factoren werden hierbei vorläufig ausser Acht 
gelassen, da sie erst mit der Betrachtung der ganzen Functionen von W. 


WM, N”, ..., d.h. der ganzen Grössen des Bereichs zu fixiren sind. 


S2. 
Die algebraischen Grössen; ihre Eintheilung in Gattungen. 
Jede Wurzel einer irreduetibeln Gleichung »ten Grades, deren Coef- 


IwZZ, 


ficienten dem Rationalitäts-Bereich (W,R, R,...) angehören, heisst eine 
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algebraische Function n!® Ordnung der Grössen W, R”, W”, .... Die 
» Wurzeln einer und derselben Gleichung sind „eonjugirte algebraische 
Funetionen* von W, M, WW", .... 

Wenn man eine bestimmte algebraische Function te Ordnung von 
MR, N”, ... zu eben diesen Grössen R hinzunimmt oder „adjungirt“, 
so eonstituirt die Gesammtheit derjenigen dem neuen Rationalitäts- Bereich 
angehörigen Grössen, welche algebraische Funetionen »te Ordnung sind, 
eine bestimmte „Gattung“ (genus) algebraischer Functionen »fer Ordnung von 
WR, RW”, ..., also eine besondere, dem Bereich (M,R",NR”,...) „ent- 
stammende“ Grössengattung. Die Zahl » soll auch die „Ordnung der Gattung“ 
bezeichnen. Sind &, 6 zwei algebraische Funetionen verschiedener Gattun- 
ven von der Beschaffenheit, dass sämmtliche Funetionen der Gattung & zum 
Rationalitäts-Bereich (©, },R",R",...) gehören, so soll die Beziehung der 
beiden Gattungen dadurch zum Ausdruck gebracht werden, dass die Gattung 
($ als unter der Gattung © „enthalten“ bezeichnet wird. — Die Ordnung 
der enthaltenen Gattung © ist ein Divisor der Ordnung der enthaltenden 
Gattung ©. Denn wenn f(x) eine rationale Function von x bedeutet und 
mit ©, 25, ... ©, die » conjugirten algebraischen Funetionen z bezeichnet 
werden, so muss jeder irreduetible Factor des Produets 

I(y—f(x,)) @=1,%,...0) 
offenbar für jeden der conjugirten Werthe y == f(x;) verschwinden, und diese 
irreduetibeln Faetoren müssen also sämmtlich identisch sein. Die Anzahl 
der unter einander verschiedenen Werthe f(x,), d.h. die Ordnung der alge- 
braischen Funetion f(x), ist demnach ein Theiler von » (vgl. meinen eitirten 
Aufsatz vom März 1879). — Wenn conjugirte algebraische Funetionen zu 
verschiedenen Gattungen gehören, so werden diese Gattungen selbst als 
„conjugirt“ bezeichnet. Es giebt also höchstens so viel einander conjugirte 
Grattungen, als ihre Ordnung beträgt. Wenn die Anzahl nur Eins ist, d.h. 
also, wenn die Gattung keine conjugirten hat, so ist sie eine „Galoissche 
Gattung“. 

Der Rationalitäts-Bereich (©, W,R,R”,...) umfasst ausser den alge- 
braischen Funetionen der Gattung © noch alle diejenigen, welche den 
unter © enthaltenen Gattungen angehören, und dazu sind auch die ratio- 
nalen Functionen von W, R”, R”,... zu rechnen, da sie gewissermassen 
die Gattung erster Ordnung bilden. Der bezeichnete Bereich soll „der Be- 
reich der Gattung ©“ genannt werden, und es wird also durch den Zusatz 
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des Wortes „Bereich“ dem Gattungsbegriff eine erweiterte Bedeutung bei- 
gelegt. Die Gesammtheit der algebraischen Funetionen höchster Ordnung. 
welche in dem Gattungsbereich enthalten sind, bildet die Gattung selbst, im 
engeren Sinne des Wortes. Das Verhältniss der Gattungen zu dem Bereich 
(W,R,R”,...), aus welchem sie entstammen, kann füglich dadurch zum 
Ausdruck kommen, dass dieser als der „Stammbereich“ der daraus hervor- 
gegangenen Gattungen bezeichnet wird. Jeder Grattungsbereich enthält 
seinen Stammbereich. 

Sind ©, ©", ©", ... beliebige Gattungen algebraischer Functionen 
von W, WM, NR”, ..., so bildet die Gesammtheit der Grössen des NRatio- 
nalitäts- Bereichs (6, ©", 6", ...M,R’,R”,...) wiederum einen Gattungs- 
bereich (6, W, NR”, W”,...). wie in dem zweiten Absatze des folgenden Para- 
graphen näher dargelegt wird. Die bestimmende Gattung & ist hierbei 
ebensowohl dadurch charakterisirt, dass sie durch die algebraischen Fune- 
tionen höchster Ordnung des Bereichs (©, 6", ©", ... W,W,R”,...) ge- 
bildet wird, als dadurch, dass sie die Gattung niedrigster Ordnung ist, unter 


welcher die sämmtlichen Gattungen ©, ©, ©”, ... enthalten sind. 


8 3. 


Die natürlichen Rationalitäts-Bereiche und die Gattunes-Bereiche. 


Die Wahl der Grössen W, WR’, W”,.... d.h. also der Elemente eines 
vationalitäts-Bereichs, unterliegt an sich keinerlei Beschränkung, doch ist 
es für die Behandlung der algebraischen Grössen völlig bedeutungslos, 
transcendente Zahlengrössen oder transecendente Functionen von Variabeln 
unter die Elemente mit aufzunehmen; denn die Resultate bleiben ungeändert. 
wenn an Stelle solcher transcendenten neue unabhängige Veränderliche 
gesetzt werden. Sind nämlich die Resultate der "Theorie algebraischer 
Funetionen von W, W, R”,... erst für diesen Fall, wo die transcendenten 
N durch unabhängige Variable ersetzt sind, entwickelt, so können dieselben, 
ihrer Natur und Herleitung nach, nur durch solche Speecialisation von Grössen 
N alterirt oder modifieirt werden, bei welcher algebraische Beziehungen 
zwischen denselben eintreten*). Es kann daher, unbeschadet der Allge- 


*) In dem oben erwähnten, unvollendeten Aufsatze Abels (Oeuvres eompletes 1859 
Tome II p. 185) kommen Stellen vor, z. B. auf S. 183 und S. 196, aus welchen her- 
vorzugehen scheint, dass Abel bei seiner ersten Beschäftigung mit dem Gegenstande 
noch glaubte, den Fall transcendenter Grössen NR mit in Betracht ziehen zu müssen. 
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meinheit, angenommen werden, dass die Elemente eines Rationalitäts-Bereichs 
nur aus einer Anzahl veränderlicher oder unbestimmter Grössen und algebrai- 
scher Functionen derselben bestehen. 

Es ist an sich klar, dass man zu den Elementen eines Rationalitäts- 
Bereichs, ohne denselben zu ändern, jede beliebige rationale Function der- 
selben hinzufügen, sowie auch andererseits jede der Grössen N, welche eine 
rationale Funetion der übrigen ist, weglassen kann. Wenn ferner eine der 
(Grössen N. eine algebraische Function der übrigen ist, so kann eine beliebige 
andere Function derselben Gattung dafür gesetzt werden. Da nun für zwei 
algebraische Funetionen verschiedener Gattungen ©, ©" stets auf unendlich 
viele Weisen lineare Funetionen mit ganzzahligen Coefficienten WO’+N’G” 
bestimmt werden können, welche die Gattung niedrigster Ordnung reprä- 
sentiren, unter denen beide Gattungen enthalten sind, so kann, wenn $' und 
(5 unter den Elementen vorkommen, erst W&'+NW”’G” hinzugefügt, alsdann 
aber sowohl ©’ als &” weggelassen werden, und man gelangt auf diese Weise 
allmählich zu dem am Schlusse des $ 2 angegebenen Resultat, dass der 
Rationalitäts-Bereich (©, 6", 6", ... |, RW, R”,...) mit einem Rationalitäts- 
Bereich (&, W, NR”, WR”, ...) identisch ist, in welchem & als Gattung niedrigster 
Ordnung bestimmt ist, unter der die sämmtlichen Gattungen &', ©", 6", ... 
enthalten sind. Man kann sich hiernach schliesslich auf die Annahme 
solcher Rationalitäts-Bereiche (W, N, NR”, ...) beschränken, in welchen die 
Klemente eine Anzahl veränderlicher oder unbestimmter Grössen sind, zu 
lenen höchstens eine algebraische Function derselben tritt. Für ein solches 
Hinzutreten von Grössen N, die den Rationalitäts-Bereich in einer für die 
algebraische Betrachtung wesentlichen Weise modificiren, bedient man sich 
seit @Galois des technischen Ausdrucks der Adjunetion. Die allgemeinste 
Annahme kann also dahin formulirt werden, dass für die Grössen N eine 
Anzahl Variabler zu setzen und denselben höchstens eine algebraische 
Funetion zu adjungiren ist. Hierin ist auch der Fall mit inbegriffen, wo die 
Grössen WR überhaupt fehlen, d. h. der Fall, in welehem der Rationalitäts- 
Bereich derjenige der rationalen Zahlen, also der „absolute“ Rationalitäts- 
Bereich ist, und dieser kann offenbar auch dadurch bezeichnet werden, dass 
nur eine Grösse N und diese gleich Eins angenommen wird. Die algebrai- 
schen Funetionen der Grössen N, d.h. die aus dem Rationalitäts-Bereich 
hervorgehenden algebraischen Grössen sind in diesem Falle „algebraische 
Zahlen” ; sie sind es offenbar auch in dem Falle, wenn nur ein Element 
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N, und dieses selbst gleich einer bestimmten algebraischen Zahl ange- 
nommen wird. 

Wenn für den allgemeinen Fall, wo die Elemente N eine Anzahl 
veränderlicher oder unbestimmter Grössen enthalten, unbedenklich von alge- 
braischen Functionen der Grössen N die Rede sein konnte, so erscheint 
doch diese Ausdrucksweise nicht mehr völlig zutreffend, wenn nur eine 
Grösse N=1 vorhanden ist. Um diesen besonderen Fall auch in der Aus- 
drucksweise mit zu umfassen, ist es vorzuziehen, die algebraischen Funetionen 
der Grössen N auch im allgemeinen Falle veränderlicher oder unbestimmter 
Grössen N als algebraische, dem Rationalitäts-Bereieh (WR) entstammende 
Grössen zu bezeichnen. Da jedoch die Anwendung des Begriffs der algebrai- 
schen Functionen auf den besonderen Fall W=1 nur in ganz äusserlicher 
Hinsicht bedenklich erscheint, so kann dieser Begriff und die dem ent- 
sprechende Ausdrucksweise neben der anderen, welche sich dem Falle N = 1 
besser anpasst, gebraucht werden. 

Ein Rationalitäts-Bereich ist im Allgemeinen ein willkürlich abgegrenz- 
ter Grössenbereich, doch nur, so weit es der Begriff gestattet. Da nämlich ein 
Rationalitäts-Bereieh nur durch Hinzufügung beliebig gewählter Elemente 
N vergrössert werden kann, so erfordert jede willkürliche Ausdehnung seiner 
jegrenzung zugleich die Umschliessung aller durch das neue Element rational 
ausdrückbaren Grössen. Es giebt aber auch natürlich abgegrenzte Ratio- 
nalitäts-Bereiche, so das Reich der gewöhnlichen rationalen Zahlen, welches 
als das absolute in allen Rationalitäts-Bereichen enthalten ist und, wie es 
durch R=1 bezeichnet worden, auch gewissermassen die absolute Einheit 
des Rationalitäts-Begriffs repräsentirt. Auch das Reich der rationalen Fune- 
tionen von W, W, R”,..., wenn diese sämmtlich unabhängige Variable 
bedeuten, ist ein „natürlich“ abgegrenztes: es ist darin das Reich der rationalen 
Zahlen sowie überhaupt das der rationalen Funetionen von einem Theile 
der Variabeln W, NR”, %”,... mit enthalten. 

Aus einem hationalitäts-Bereich „gehen die verschiedenen Gattungen 
algebraischer Funetionen hervor“; sie können wieder ganz oder theilweise 
in einen grösseren Bereich zusammengefasst werden, in welehem dann noth- 
wendig der ursprüngliche Rationalitäts-Bereich enthalten ist. Es ist an sich 
klar, dass, wenn die Elemente WR, WR, ... zu einem Rationalitäts-Bereich 
(R,W,...) gehören, der hationalitäts-Bereich (R,Rı....) ein Theilbereich 
dessen mit den Elementen W, R”,... ist. Sind die Elemente WR, RR, . 
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und WW, W,... gegenseitig durch einander rational ausdrückbar, so sind die 
beiden dadurch bestimmten Rationalitäts-Bereiche identisch. 

Die sämmtlichen aus einem natürlichen Rationalitäts-Bereich hervor- 
gehenden Gattungen algebraischer Grössen bilden zusammen ein geschlossenes, 
den Stammbereieh mit einschliessendes Grössenreich, so z. B. das Gesammt- 
reich der algebraisechen Zahlen, oder das Gesammtreich aller algebraischen 
Funetionen von unabhängigen Variabeln W, R”,..., welches das erstere 
in sich schliesst. Man kann aber auch ein solches kleineres Gesammtreich 
NR, Ro,...) einem grösseren Rationalitäts- Bereich (R, Ry,...,M,R”, ...) 
anschliessen und also z. B. im Falle R,= 1 einen aus variabeln Elementen 
N gebildeten Rationalitäts-Bereich (R, W’,...) mit dem Reiche aller alge- 
braischen Zahlen verbinden, d. h. also bei der Behandlung algebraischer 
Funetionen der Variabeln W, R”, ... von den „Constanten“ absehen. Dies 
geschieht z. B. in der Regel bei analytisch - geometrischen Untersuchungen, 
wenn W, NR’, ... die Coordinaten bedeuten. So kommt es bei der Frage 
nach der Zerlegbarkeit einer ganzen rationalen Function F(x, y, 3), wenn man 
F(x,y,z2)=(0 als die Gleichung einer algebraischen Fläche betrachtet, in 
der Regel nieht darauf an, ob die Coeffiecienten der Faetoren rationale 
Zahlen sind oder nicht. Aber man braucht, wie dieses Beispiel zeigt, bei 
bestimmten Fragen doch nur die Adjunetion bestimmter Grössen, und anstatt 
von vorn herein unendlich viele Grössen zu adjungiren, genügt es daher, 
sich nur die Adjunetion besonderer, aus der Untersuchung selbst sich er- 
eebender Grössen vorzubehalten. — Im Allgemeinen hat sich also, wie 
oben dargelegt worden, die arithmetische Behandlung der algebraischen 
Grössen auf Rationalitäts-Bereiche mit lauter unabhängigen Variabeln und 
solehe, bei denen überdies noch eine Gattung algebraischer Functionen der- 
selben adjungirt ist, also auf „natürliche Stammbereiche und Gattungsbereiche‘ 
zu beschränken (vgl. meinen Aufsatz „Ueber die verschiedenen Sturmschen 
Reihen“ im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Febr. 1873, S. 122 
und 123). 

$ 4. 
Die Zerlegung ganzer Funetionen von Variabeln in irreductible Factoren. 
Die im Art. 1 aufgestellte Definition der Irreduetibilität entbehrt so 


lange einer sicheren Grundlage, als nicht eine Methode angegeben ist, 
mittels deren bei einer bestimmten, vorgelegten Function entschieden werden 














Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 1] 


kann, ob dieselbe der aufgestellten Definition gemäss irreductibel ist oder 
nicht*). Die zunächst sich Aukitadi Methode, die Coefficienten der Theiler 
einer ganzen Funetion von Veränderlichen dureh Elimination aus den dafür 
bestehenden Gleichungen zu bestimmen, empfiehlt sich schon um desswillen 
nicht, weil bei naturgemässer und vollständiger Entwiekelung der T'heorie 
der Elimination die Zerlegung ganzer Funetionen in ihre Faetoren gebraucht 
wird. Desshalb soll hier eine neue Methode dargelegt werden, welche nur 
einfache, hier bereits verwendbare Hülfsmittel in Anspruch nimmt, 

Ist erstens zu entscheiden, ob eine ganze ganzzahlige Function einer 
Variabeln x rationale Divisoren hat oder nicht, so braucht man, wenn die- 
selbe vom Grade 2» oder 2r+1 ist, offenbar nur die etwaigen T'heiler 
nen oder niedrigeren Grades zu ermitteln. Sind nun r,. 7, "3. ... r, be- 
liebige, von einander verschiedene, positive oder negative ganze Zahlen, und 
setzt man 

’ (vr, )(2—r,)...(2—rn) gs (z—r,)(2 —r,)...(2—r,.) 

go(e) = (nr). ra)’ gr) = rt, —r,)...(t 
so ist jede ganze ganzzahlige Function f(x), deren Grad höchstens gleich 
n ist, als ganze ganzzahlige lineare Function der a+1 Funetionen g() 
darstellbar, und zwar ist 

f(x) = fin) (le) + fir) (md) ++ fir)g. (8). 
Soll also f(x) ein Tlheiler der vorgelegten Funetion F(x) sein, so muss bei 
dieser Darstellungsweise der Coefficient von 9,(z) ein Divisor der ganzen 
Zahl F(r,) sein, und man hat daher nur eine uns Anzahl von Üoef- 
fiecienten -Systemen zu discutiren, um alle T'heiler von F(x) zu erhalten 
oder der Irreduetibilität von F(x) gewiss zu sein. — Eben dasselbe Ver- 
fahren kann nun direct auf ganze Funetionen mehrerer Variabeln ausge- 
dehnt oder beim allmählichen Uebergange zu 2, 3 und mehr Variabeln 
angewendet werden. Aber es ist schon an sich (theoretisch) auch für Fune- 
tionen mehrerer Variabeln vollkommen ausreichend, da eine ganze Funetion 


m 


von z, &, =", =”, ... x”, wenn 
' q " q? 2 (n) g" 


=, zZ =, =, 1... mc, 


gesetzt und g hinreichend gross genommen wird, in eine ganze Function 


*) Das analoge Bedürfniss, welches freilich häufig unbeachtet geblieben ist, zeigt 
sich auch in vielen anderen Fällen, bei Definitionen wie bei jeweisführungen, und 
ich werde bei einer anderen Gelegenheit in allgemeiner und eingehender Weise darauf 
zurückkommen. 
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der einzigen Variabeln x übergeht, welche in Beziehung auf ihre Zerleg- 
barkeit so wie überhaupt in algebraischer Hinsicht die transformirte Function 
von @, €, x, ... x durchaus zu ersetzen geeignet ist. Bei genügender 
Grösse der Zahl g werden nämlich die verschiedenen Produete von Potenzen 
der n+1 Variabeln x in ganze Funetionen der einzigen Variabeln x ver- 
wandelt, welche von lauter verschiedenen Graden und also linear unabhängig 
sind. (Vgl. meine Mittheilung im Monatsbericht der Berliner Akademie 
vom Nov. 1880, 8. 938, 939.) 

Nachdem hiermit eine Methode angegeben worden, mittels deren 
eine ganze ganzzahlige Funetion von beliebig vielen Veränderlichen in ihre 
irreduetibeln Faetoren zerlegt werden kann, wenn für den Begriff der Irre- 
duetibilität der natürliche Rationalitäts-Bereich festgehalten wird, bleibt nur 
noch übrig, die Zerlegung auch für den Fall, wo eine der Grössen R eine 
algebraische Grösse ist, zu bewirken. Dies geschieht in folgender Weise, 
wenn der Einfachheit halber eine der Variabeln hervorgehoben wird und 
also nur die Zerlegung einer ganzen Function F(x) zu bewirken ist, 
deren Coefficienten einem Rationalitäts-Bereich (R, W, W,...) angehören, in 
welchem N eine algebraische Funetion der übrigen Grössen W, RN’, R”,... 
ist. Dabei kann angenommen werden, dass die Function F(x) keine gleichen 
Faetoren enthält; denn anderenfalls würde man dieselbe von gleichen Fae- 
toren dadurch befreien können, dass man sie durch den grössten Theiler, 
den die Funetion F(x) mit ihrer Ableitung gemein hat, dividirt. Man setze 
nun zuvörderst 3-+uN an Stelle von x in Fix), wo a eine unbestimmte 
Grösse bedeutet; man betrachte ferner F selbst als Function von = und 
der zum Rationalitäts-Bereich gehörigen algebraischen Grösse N, welche 
also auch in den Coefficienten vorkommen kann, bezeichne demnach die 
Funetion F durch F(xz,%) und bilde das Produet aller mit einander con- 
jugirten Ausdrücke 

Fia+uN, N), 

d. h. aller derjenigen, welche entstehen, wenn man die mit NR conjugirten 
algebraischen Grössen an Stelle von N setzt. Dieses Produet ist eine ganze 
Funetion von z, deren Coeffieienten rationale Functionen der Variabeln 
MM, N”, ... sind, kann also nach dem Vorhergehenden in irreduetible 
Faetoren zerlegt werden. Sind diese Factoren: F,(z2), F(z),...., so bilden, 
wie leicht zu sehen, die grössten gemeinschaftlichen Theiler von 
F(z+uN,R) und F,(«) 
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für h=1, 2, .... die irreduetibeln Factoren von F(z +uN,R), aus denen die 
Factoren von F(x) selbst unmittelbar hervorgehen, wenn wieder r—uN an 
Stelle von z gesetzt wird. Es ist noch zu bemerken, dass die Einführung 
von 3+uN an Stelle von x zu dem Zwecke erfolgt ist, das Vorkommen 
von R in den Coeffieienten zu sichern. 

Für jede ganze Funetion beliebig vieler Veränderlicher, deren Coetti- 
cienten einem festgesetzten Rationalitäts-Bereich (WM, WR, W”,...) angehören, 
ist hiermit die Möglichkeit ihrer Zerlegung in irreduetible Factoren darge- 
than. Dass eine solche Zerlegung nur in einer einzigen Weise möglich, 


also vollkommen bestimmt ist, beruht — da man sich aus dem oben ange- 
führten Grunde auf Funetionen einer Variabeln besehränken kann — einfach 


auf dem Satze, dass ein Product von zwei ganzen Functionen von z nur dann 
durch einen irreduetibeln Factor theilbar sein kann, wenn eine der beiden 
Functionen diesen Factor enthält. Für den absoluten Rationalitäts-Bereich 
behält dieser Satz auch noch seine Geltung, wenn der irreduetible Faetor eine 
Function »ullten Grades ist, also x gar nicht enthält. Ein soleher irredue- 
tibler Factor ist demnach eine gewöhnliche Primzahl, und es ist schon in 
Art. 42 von Gauss Disqg. Arithm. nachgewiesen, dass ein Produet p(z)w(x) 
nicht durch eine Primzahl p theilbar sein kann, ohne dass einer der Factoren 
p(x) oder w(x) durch p theilbar ist. In dem angenommenen Falle N = 1 
sind die Funetionen, deren Zerlegung entwickelt worden ist, ganze ganz- 
zahlige Functionen beliebig vieler Veränderlicher, und die obigen Ausführungen 
enthalten daher die Methode, wie jede solche Funetion in irreduetible Fac- 
toren zerlegt werden kann, und zugleich den Nachweis, dass dies nur auf 
eine einzige völlig bestimmte Weise möglich ist. 


SD. 
Die ganzen alrebraischen Grössen; ihre Eintheilung in Arten. 
Wenn der Rationalitäts-Bereich (W, WR’. W”,...) ein natürlicher ist. 
\ I J 
d.h. wenn es der Bereich W = 1 ist, oder wenn die Elemente R sämmtlich 
unabhängige Variable sind, so bilden die ganzen ganzzahligen Functionen 
von R, RM, R”,... einen in sofern wieder in sich geschlossenen Theil- 
bereich, als die sämmtlichen ganzen ganzzahligen Funetionen der darin ent- 
haltenen Grössen ebenfalls mit darin enthalten sind. Diese ganzen Fune- 


tionen von W, WW, W, ... sollen kurzweg als die „ganzen“ Grössen des 
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tationalitäts-Bereichs bezeichnet werden. Für den dieselben umfassenden 
T'heilbereich könnte auch füglich, nach Analogie des Ausdrucks „Rationali- 
täts-Bereich“, die Benennung ‚‚Integritäts-Bereich‘“ eingeführt werden. Doch 
werde ich in der vorliegenden Arbeit von dieser Benennung kaum Gebrauch 
machen, sondern nur die Bezeichnung des Thheilbereichs der ‚‚ganzen‘ Grössen 
eines NRatjonalitäts- Bereichs mit den Elementen W, R", WW”, ... durch 
eckige Parenthesen anwenden und denselben demgemäss als den Bereich 
MRM,NR”,...] von dem gesammten Rationalitäts-Bereich (RW, R”,R”, ...) 
unterscheiden. Dies vorausgeschickt, kann die Definition der ganzen alge- 
braischen Funetionen in einfacher Form gegeben werden. 

Eine Grösse x soll eine ‚ganze algebraische Function der Variabeln 
N" oder eine „ganze algebraische Grösse‘‘ genannt werden, wenn sie einer 
Gleichung genügt, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz von x 
gleich Eins ist, und die übrigen Coefficienten ganze ganzzahlige Funetionen 
der Variabeln N, also Grössen des Bereichs [R, R”, %”, ...] sind. Für 
den Fall R=1 sollen die ganzen algebraischen Grössen auch als „ganze 
algebraische Zahlen‘ bezeichnet werden. Für den Fall veränderlicher R ist 
eine Grösse als ganze algebraische Function einer der Variabeln R dadurch 
charakterisirt, dass sie für endliche Werthe derselben niemals unendlich 
wird. Da ganze algebraische Funetionen von ganzen algebraischen Grössen 
offenbar selbst ganze algebraische Grössen ie so bildet die Gesammtheit 
der aus einem natürlichen Stammbereich [W, R”, W”,...] hervorgehenden 
ganzen algebraischen Grössen ein in sich geschlossenes algebraisches 
Grössenreich. 

Für jeden natürlichen Rationalitäts-Bereich (WM, NR”, R”,...) gilt der 
Satz, dass eine ganze algebraische Grösse, wenn sie rational ist, auch eine 
sanze ganzzahlige Funetion von W, R”, W”,... sein muss. Soll nämlich 
eine gebrochene rationale Funetion von W, WW, WR”, ... einer Gleichung 
„'°® Grades genügen, in welcher der Coeffiecient von x" gleich Eins ist, und 
die übrigen Coeffieienten ganze ganzzahlige Functionen von W, R", R”,. 
sind, so muss offenbar die »t° Potenz des Zählers der BEE rationalen 
Funetionen durch den Nenner theilbar sein. Dies ist aber, da Zähler und 
Nenner nach $ 4 in ihre irreduetibeln Factoren zerlegt vorausgesetzt werden 
können, unmöglich, wenn nicht der Nenner gleich Eins ist. Falls eine der 
Grössen N eine algebraische Funetion der übrigen und also der Rationali- 


täts-Bereich ein Gattungsbereich ist, hat der Satz — genau in der obigen 
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Form — nicht mehr unbeschränkte Geltung; so ist z. B. für W=V—3 die 
dritte Wurzel der Einheit 4(—1+Y-—3), obgleich in Bruchform erscheinend. 
algebraisch ganz. 

Bezeichnet (WM, R’,R”,...), wie durchweg in diesem und dem fol- 
genden Paragraphen, einen natürlichen Rationalitäts-Bereich, und sind &. 
Ss", €”, ... irgend welche jenem Bereich entstammende, ganze algebraische 
Grössen der Gattung ©, so bilden diejenigen ganzen ganzzahligen Func- 
tionen von 


pr pr pr R a Al All 
N b) R )) an ‚) 0} 0} .. cs ’ nn, “ > ’ 


welche der Gattung angehören, eine besondere „Art“ oder „Species“ de: 
selben. Ebenso wie der Begriff der Gattung in $ 2 durch den des Gattung 
bereichs erweitert worden ist, soll auch der Begriff der Art erweitert und 
im „Art-Bereich“ [W,W,R",...; &,&",&",...] die Gesammtheit der ganzen 
sanzzahligen Funetionen der „Elemente“ NR und S zusammengefasst werden. 
Der Art-Bereich schliesst also auch ganze algebraische Grössen von 
Gattungen, die nicht zur Gattung © gehören, sondern nur unter derselben 
enthalten sind, in sich ein, aber er ist vollständig in dem Gattungsbereich 
(&) enthalten, bildet also einen T'heilbereich desselben. Auch verschiedene 
Arten einer und derselben Gattung stehen, wie (die @attungen selbst, in der 
Beziehung zu einander, dass eine unter der anderen enthalten, dass also ein 
Art-Bereich von dem anderen eingeschlossen ist. Die sämmtlichen Bereich: 
der besonderen Arten einer Gattung sind, wie sich von selbst versteht, in 
dem Gesammtbereich der ganzen algebraischen Grössen der Gattung ent- 
halten. Dass aber auch dieser Gesammtbereich selber ein „Art-Bereich‘’ 
im oben definirten Sinne des Wortes ist, d. h. also, dass ganze algebraische 
Grössen ©, &, &”,... existiren, durch welehe im Verein mit den Grössen 
X sich alle ganzen algebraischen Grössen der Gattung ganz und rational 
darstellen lassen, bedarf eines besonderen Beweises; es ist dies eines der 
Fundamente der arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. Die 
durch solche Grössen © bestimmte Art soll, um ihrem Verhältniss zu den 
übrigen Arten Ausdruck zu geben, als die „‚Haupt-Art“* oder „‚Haupt-Species“ 
bezeichnet werden. 

Nach den gegebenen Begriffsbestimmungen enthalten die verschie- 
denen Arten algebraischer Grössen überhaupt zur ganze algebraische Grössen: 
dennoch soll zur Erinnerung in der Regel das Beiwort „ganz“ hinzugefügt 
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werden. Es ist ferner hervorzuheben, dass die „Grössen der Haupt-Art“ 
mit den „ganzen algebraischen Grössen der Gattung“ identisch sind, und 
es soll nur, je nachdem auf den Gattungs- oder Art-Begriff mehr Gewicht 
zu legen ist, die eine oder die andere Ausdrucksweise vorgezogen werden. 

Die Bezeichnung der hier unterschiedenen Kategorieen ganzer alge- 
braischer Grössen als „Arten“ oder „Speeies“ ist Dirichlet entlehnt. Im 
„weiten Theile seiner berühmten Abhandlung „Recherches sur diverses appli- 
cations de l’Analyse infinitesimale A la T’heorie des Nombres“ (‚Journal für 
Mathematik, Bd. 21 5. 2) hat er die von Gauss „eigentlich und uneigentlich 
primitiv“ genannten quadratischen Formen als solche von erster und zweiter 
Art (formes de premiere et de seconde espece) bezeichnet. Geht man von 
den quadratischen Formen zu den eomplexen Zahlen über, welche aus ihren 
Liinearfaetoren entstehen, so entsprechen den beiden Dirichletschen „Arten“ 
eben diejenigen, für welche oben diese Benennung eingeführt ist. Im 
Uebrigen aber sind es die verschiedenen „Ordnungen“ der quadratischen 
Formen, denen die hier unterschiedenen „Arten“ der zugehörigen complexen 
Zahlen entsprechen, und es erscheint mir als ein Vortheil, dass der Gausssche 
Ausdruck „Ordnung“, welcher schon so viele Bedeutungen hat, durch die 
in erweitertem Sinne gebrauchte Dirichletsche Bezeichnung umgangen wird. 


$ 6. 
l,ineare Darstellung der Grössen der Hauptart durch eine endliche Anzahl von Elementen. 

Um den Nachweis zu führen, dass die Gesammtheit der ganzen alge- 
braischen Grössen einer dem natürlichen Rationalitäts-Bereich (W, RX", RW”, ...) 
entstammenden Gattung & in der T’hat, wie im vorigen Paragraphen ge- 
sagt ist, eine „Art“ und zwar die „Hauptart“ bildet, soll nunmehr gezeigt 
werden, dass sich jede ganze algebraische Grösse der Gattung © als 
homogene ganze lineare Funetion einer endlichen Anzahl soleher Grössen 
mit Coefficienten aus dem Bereich [W, W, RW”, ...] darstellen lässt, d. h. so, 
dass die Coeffieienten ganze ganzzahlige Funetionen von W, WW, RW”, ... 
sind. Dabei stütze ich mich in erster Linie darauf, dass jede Grösse einer 
Gattung z'° Ordnung als homogene ganze lineare Function von » linear 
unabhängigen Grössen der Gattung ausdrückbar ist, d.h. von n Grössen, 
zwischen denen keine lineare Relation mit rationalen, dem Bereich (W, 
WW, ...) angehörigen Coefficienten besteht. Bei einer solchen Dar- 
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stellung brauchen aber die Coeffiecienten der homogenen linearen Funetion 
nieht nothwendig ganz zu sein, selbst dann nieht, wenn jede der » Grössen 
und auch die dargestellte Grösse ganz ist. Indessen tritt in diesem Falle 
offenbar nur die aus den » zur Darstellung verwendeten Grössen und ihren 
Conjugirten gebildete Determinante als Nenner der Coefficienten auf. Es 
lassen sich daher alle ganzen algebraischen Grössen der Gattung als 
homogene ganze lineare Functionen von » ganzen Grössen der Gattung so 
darstellen, dass die Coeffieienten gebrochene Funetionen von W, RW, RW”. 

mit einem bestimmten Nenner werden, welcher das Quadrat jener Deter- 
minante, also, als ganze symmetrische Funetion von conjugirten ganzen 
algebraischen Grössen, eine ganze Function von WM, RW’, WW”, ... ist und 
als „die Discriminante der n Grössen“ bezeichnet werden soll. Da nun aber 
nicht alle linearen Functionen der » Grössen mit solehen Coeffieienten ganze 
algebraische Grössen der Gattung sind, so handelt es sich nur noch darum, 
die Bedingungen für die Coefficienten festzustellen, unter denen die dar- 
gestellte Grösse algebraisch ganz wird. Hierbei genügt es offenbar, wie 
hier und im vorigen Paragraphen durchweg geschehen ist, nur natürliche 
Rationalitäts- Bereiche in Betracht zu ziehen, wo die Grössen WR lediglich 
unabhängige Veränderliche sind, also keine algebraische Grösse enthalten. 
In dem einfachsten Falle, wo die Anzahl dieser Veränderlichen „leich Null 
oder also A =1 ist, reicht es hin, für die Coeffieienten alle echten Brüche 
zu setzen, deren Nenner die Diseriminante ist, und alle auf diese Weise 
resultirenden algebraischen Zahlen darauf hin zu prüfen, ob sie ganz sind 
oder nicht. Nimmt man alsdann diejenigen derselben, welche sich als alge- 
braisch ganz erweisen, als neue Elemente zu den ursprünglichen » Ele- 
menten der ‚Darstellung hinzu, so leuchtet ein, dass eine homogene lineare 
sanzzahlige Function aller dieser Elemente an sich eine ganze algebraische 
Zahl der Gattung ist und auch zur Darstellung aller ausreicht. — Für den 
Fall, wo die Grössen W, RN’, R”, ... Variable sind, ist die allgemeine 
Theorie der Elimination zu Hülfe zu nehmen |vgl. $ 10). Sind z. B. mur 
zwei Veränderliche W =», RW’ = w vorhanden, so kann vorausgesetzt werden. 
dass die Zahl, welche den Grad der Discriminante in Beziehung auf ® be- 
zeichnet, zugleich die Dimension in Beziehung auf ® und w angiebt, da sich 
dies durch lineare Transformation der beiden Variabeln stets erreichen lässt. 
Alsdann ist eine homogene lineare Function der » linear unabhängigen 


algebraischen Grössen, die zunächst als Elemente der Darstellung dienen, 
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zu bilden, deren Coefficienten als ganze Funetionen von v, dividirt durch 
die Diseriminante, anzunehmen sind, und zwar so, dass der Grad dieser 
ganzen Functionen kleiner als der Grad der Diseriminante ist. Die Coeffi- 
cienten dieser » ganzen Funetionen von ® sind nun als ganze Functionen 
von w so zu bestimmen, dass jene angenommene homogene lineare Func- 
tion der » Elemente algebraisch ganz wird. Dadurch erhält man für die 
zu bestimmenden ganzen Füunctionen von w ein System von Bedingungs- 
gleichungen, in welchem die Coeffieienten ganze Funetionen von w sind, und 
welches — wie aus der Entstehung erhellt — so beschaffen sein muss, 
dass, wenn zwei verschiedene Systeme von Functionen 
pw), PAlw), ...5 vw, wlw), ».. 
demselben genügen würden, auch deren lineare Verbindungen 
,yp,(w)+uw,(w),, Aplw)+tuw(w), ... 

das Gleichungssystem befriedigen müssten. Man erschliesst hierdurch aus 
der Natur des Problems selbst, dass die Resolvente des Gleichungssystems 


(vel. $ 10) linear sein muss, und dass sich eine Anzahl der zu bestimmen- 
den Funetionen von w als lineare Functionen der übrigen in der Form 
! ! ! . ! 
f 1 Ö, u y (pr 0,4 ren + Lim 6, u PunrıÖ, f Ö, + (fr d,-+ + Sm 6, n Pn+?2 6, wa 
ergiebt, wenn 9, f ... die zu bestimmenden, und 6, 6, 0, ..., 0, On... 


bestimmte ganze Funetionen von ww bedeuten. Die Functionen 1, Ya, »-. 
sind hiernach nur der Bedingung unterworfen, dass die Ausdrücke 
PA +RI++p On PM ++ +pnOn ... 

sämmtlich durch # theilbar sein sollen, und daraus resultiren, wenn die 
Funetionen p sämmtlich von niedrigerem Grade als # angenommen werden, 
lineare Gleichungen für die Coeffieienten der m Funetionen p,, Pay +: Pm 
Bei dieser Methode zur Bestimmung einer allgemeinen Form der ganzen 
algebraischen Grössen einer Gattung ist der Einfachheit halber von den 
Zahleoeffieienten abgesehen und nur dafür gesorgt worden, dass die dar- 
gestellte Grösse in Beziehung auf die Variabeln » und wo ganz, d. h. also 
für endliche Werthe derselben niemals unendlich werde. Die Methode selbst 
ist aber auch anzuwenden, um aus jener allgemeinen Form diejenige spe- 
ciellere zu ermitteln, welche nur ganze algebraische Grössen, im vollen Sinne 
des Wortes, enthält; sie führt ganz unmittelbar zu einer Reihe von solchen 
Grössen, welche als Elemente zur Darstellung aller ganzen algebraischen 
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Grössen der Gattung in der oben bezeichneten Weise dienen können, näm- 
lich so, dass eine homogene ganze lineare Function der Elemente mit Coef- 
ficienten, die ganze rationale Funetionen von e und w sind, jede ganze alge- 
braische der Gattung angehörige Function von v» und » repräsentirt. 


— 


SH. 
Besondere Fälle, in denen die lineare Darstellung der Grössen der Art 
nur eine der Ordnungszahl gleiche Anzahl von Elementen erfordert. 

In besonderen Fällen genügen zur Darstellung der sämmtlichen 
Grössen einer bestimmten Art solche Systeme von Elementen, deren An- 
zahl die Ordnung der Gattung nicht übersteigt. Dies findet namentlich 
durchweg für den Bereich W=1 und auch für den Fall einer einzigen 
Variabeln W statt, sofern alsdann von den Zahleoeffieienten abgesehen wird: 
es findet ferner unter derselben Bedingung — es bleibe dahin gestellt. ob 
die Bedingung »othwendig ist — im Bereich von » unabhängigen Variabeln 
(WR, NR”) für alle Gattungen statt, die durch irgend eine rationale 
Funetion der » Wurzeln der Gleichung 


"+ x" IM art... 4 0%) u; () 


repräsentirt werden (vgl. $ 12). Um ein zur Reduetion der Anzahl der 
Elemente dienendes Verfahren darzulegen, wähle ich den Fall, wo nur eine 
Variable A =v vorhanden ist. Bedeutet » die Ordnung der Gattung, und 
bilden die »+m ganzen algebraischen Grössen &', x", ... 2"t”) ein zur 
Darstellung aller ganzen algebraischen Grössen der Species ausreichendes 
System von Elementen, so kann man sich diese so geordnet denken, dass 
die Diseriminante der ersten » Grössen von möglichst niedrigem Grade, d.h. 
dass jede der übrigen Diseriminanten von höherem oder gleich hohem Grade 
in v ist. Die m letzten Elemente lassen sich nun als homogene lineare 
Funetionen der » ersten darstellen, und zwar so, dass die Coeffieienten »e- 
brochene rationale Functionen von v werden, deren Nenner jene Diseriminante 
der ersten » Elemente oder ein 'Theiler derselben ist. Durch Hinzufügung 
homogener linearer Funetionen von z', x”, ... x”, deren Coeffieienten ganze 
Funetionen von » sind, können daher die folgenden Elemente x so moli- 
fieirt werden, dass bei ihrer Darstellung durch «', ©”, ... x” die Zähler 
der Coeffieienten von niedrigerem Grade sind als die bezüglichen Nenner. 


und dass ganze Functionen von ® als Coefficienten gar nicht vorkommen. 
2% 
oO 
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Nach dieser Modification, durch welche die Zahl der Elemente und auch 
der Grad der Diseriminanten sich vermindert haben kann, sind die Elemente, 
also die » ersten nebst denjenigen von den m letzten, welche geblieben 
sind, zusammen von Neuem in der angegebenen Weise zu ordnen. Wird 
hierauf das obige Verfahren auf das neue Elementen-System und alsdann 
wiederholt angewendet, so muss einmal der Fall eintreten, dass die ersten 
» Elemente — weil ihre Diseriminante schon von möglichst niedrigem Grade 
ist — an ihrer ersten Stelle verbleiben. In diesem Falle können keine 
weiteren Elemente mehr vorkommen; denn ein solches Element x" müsste 
bei der Darstellung durch die ersten » Elemente wenigstens einen Üoeffi- 
cienten haben, dessen Grad in Bezug auf v negativ wäre, und wenn dies 
der Coefficient von x’ ist, so würde die Diseriminante der » Elemente x”, 
x", ... 2’ von niedrigerem Grade sein als die der Elemente «', ©", ... 2”. 
Ich bemerke noch, dass genau dieselbe Deduction für den Fall W=1 mit 
der Massgabe anwendbar ist, dass an Stelle der Grösse des Grades in Be- 
zug auf » die Grösse der Zahlen selbst tritt (vgl. $ 24). 


Die Diseriminanten der Gattunren und Arten. 


„n 


Ein System von ganzen algebraischen Grössen «x, x”, ... a”), 
einer bestimmten Art oder Species, welches,so beschaffen ist, dass sich alle 
Grössen derselben in der Form 
patyp"z" + + yet et 

darstellen lassen, wo p', ", ... 9") ganze ganzzahlige Functionen von 
WW, WW”, ... bedeuten, soll als ein „Fundamentalsystem der Art“ und 
wenn es die Haupt-Art ist, auch als ein „Fundamentalsystem der Gattung‘ 
bezeichnet werden. 

Damit auch für einen Gattungs- Bereich (W,R”,W”,...) die in $5 
aufgestellte Begriffsbestimmung einer „ganzen algebraischen Grösse‘ oder 
einer „ganzen algebraischen Function der Elemente R“ Geltung behalte, 
müssen die der adjungirten Gattung entnommenen Elemente so gewählt 
werden, dass sich alle aus dem Stammbereich hervorgehenden ganzen alge- 
braischen Grössen des Grattungs-Bereichs als ganze Funetionen derselben 
ausdrücken lassen; dies ist z. B. der Fall, wenn die sämmtlichen Elemente 
eines Fundamentalsystems der adjungirten Gattung unter die Elemente R 
mit aufgenommen werden. 
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Jedes Fundamentalsystem kann auf seine nothwendigen Elemente 
beschränkt angenommen werden, d. h. auf diejenigen, von denen keines 
sich als homogene ganze lineare Function der übrigen so darstellen lässt, 
dass die Coeffiecienten ganze Funetionen der Grössen N werden. Die säimmt- 
lichen Diseriminanten von je » Elementen eines Fundamentalsystems bilden 
ein System von Diseriminanten, welches — als Ganzes betrachtet selbst. 
so zu sagen, fundamental- ist. Auch gelangt man, wenn man das Quadrat 
der Determinante 


9 En 
bildet, in welcher z{), x, ... x” unter einander eonjugirte algebraische 
Grössen und aber zU),, zU),, ... x). unbestimmte oder variable Grössen 


bedeuten, zu einer ganzen homogenen „Form“ dieser m(m+ nr) Variabeln, 
deren Coefficienten ein fundamentales System von Diseriminanten bilden, 
und welche also dieses System vertritt. Ebenso wird dieses System von 
Diseriminanten durch irgend eine lineare homogene Function derselben mit 
unbestimmten Coefficienten «', @", ..., d. h. also durch eine lineare homogene 
Form der Variabeln « repräsentirt, deren Coefficienten die verschiedenen 
Diseriminanten eines Fundamentalsystems sind. Eine solehe Linearform 
sowie überhaupt — wenn von jeder Darstellungsweise abstrahirt wird — die 
Gesammtheit dessen, was den Discriminanten eines Fundamentalsystems und 
zugleich den als ganze homogene Functionen derselben (mit ganzen rationalen 
dem Bereich [W, R", W”, ...] angehörigen Coefficienten) darstellbaren Grössen 
gemeinsam ist, d. h. der Complex aller derjenigen Eigenschaften jener Dis- 
eriminanten, welche für ganze homogene Verbindungen derselben erhalten 
bleiben, gehört offenbar jeder Diseriminante von je » Functionen der Art, 
oder — wenn es die Haupt-Art ist — der Gattung an und bildet somit einen 
Complex von Eigenschaften, welche der Art oder der Gattung als solcher 
angehören, also einen Complex von „Invarianten“ der Art oder Gattung im 
höheren Sinne des Wortes *). 

Sind die Grössen N die Elemente eines natürlichen Rationalitäts- 
Bereichs, d. h. also, kommen unter den Grössen N keine algebraischen 
Grössen sondern nur unabhängige Variable vor, so giebt es stets eine ganze 
ganzzahlige Function derselben (für N = 1 eine ganze von Eins verschiedene 


*) Vel.& 25 und auch die Darlegung des allgemeineren Invarianten- Begriffs am 
Schlusse meines im Monatsbericht der Berliner Akademie vom April 1874 abgedruckten 
Aufsatzes. 
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Zahl), welche gemeinsamer Theiler aller Diseriminanten des Fundamental- 
systems und desshalb füglich (wie in meinem eitirten Aufsatze vom April 1874) 
als „Diseriminante der Art oder Gattung“ bezeichnet werden kann. Dies 
findet nicht mehr immer statt, wenn eine Gattung algebraischer Grössen zum 
ktationalitäts-Bereich gehört, wenn dieser also ein Gattungs-Bereich ist. So 
haben, wie ich schon im Monatsberichte der Berliner Akademie vom Juni 
1862 S. 368 erwähnt habe, die Gattungen singulärer Moduln der elliptischen 
Funetionen die merkwürdige Eigenschaft, bei Adjunetion von gewissen 
(JQuadratwurzeln, bei welcher die Gleichung der Moduln in Theilgleichungen 
zerfällt, keine „Diseriminante der Gattung“ mehr zu besitzen; so hat ferner 
die von mir im Monatsberichte der Berliner Akademie vom Juni 1861 8. 611 
aufgestellte Gleichung 
x +4ar+10br’+4er—Aac+5b’ = 0 

die Eigenschaft, dass ihre Diseriminante abgesehen vom Factor Fünf das 
(Quadrat einer ganzen ganzzahligen Function der Grössen a, b, e ist, und 
dass bei Adjunetion der Quadratwurzel aus dieser ganzen Function von 
a, b, e die durch eine Wurzel der Gleichung repräsentirte Gattung alge- 
braischer Funetionen der Grössen a, b, ce keine Discriminante hat. 

Griebt es Fundamentalsysteme von » Elementen, d.h. von genau so 
vielen als die Ordnung beträgt, so ist die Diseriminante der Elemente des 
Fundamentalsystems selbst die Diseriminante der Art oder Gattung, und 
diese allein repräsentirt dann die „Invariante“. Ist die Anzahl der unab- 
hängigen Variabeln N gleich v, so repräsentirt eine bestimmte Gattung 
algebraischer Funetionen derselben eine v-fache Mannigfaltigkeit, und die 
Diseriminante der Gattung, gleich Null gesetzt, eine (v—1)-fache Mannig- 
faltigekeit. Aber nicht bloss diese (v—1)-fache Mannigfaltiskeit, sondern auch 
alle diejenigen weniger ausgedehnten Manmnigfaltigkeiten, d.h. die (v — 2)- 
fachen, (r—5)-fachen u. s. w., in welchen sämmtlicehe Diseriminanten eines 
Fundamentalsystems von mehr als » Elementen zugleich Null werden, sind 
Invarianten der Gattung. Doch bleibt dahingestellt, ob solehe Invarianten 
wirklich vorkommen. 

Da jede einem Bereich (W, W,W”,...) entstammende algebraische 
Grösse sich als homogene lineare Function von » linear unabhängigen 
algebraischen Grössen der Gattung so ausdrücken lässt, dass die Coeffi- 
eienten zum NRationalitäts-Bereich (W,W,R”,...) gehören, so stehen die 
Diseriminanten von je » algebraischen Grössen der Gattung zu einander in 
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quadratischen Verhältnissen, d. h. in Verhältnissen von Quadraten rationaler 
Grössen des Bereichs. Was nach Sylvesterscher Weise als Diseriminante 
einer homogenen Form 


C,x" 4 EEE u + . cay" 4 C,Yy" 
oder als Diseriminante der Gleichung 
C„x 76-1 " + Bo ++ CT 7 ‚= 0 


bezeichnet wird, ist nach den obigen Definitionen die Diseriminante der n 
algebraischen Grössen 


Rn 5% N n—? n—3 ' 
r+Tr6, 06,% +6, EC" u, ie u Er e-; 1, 


e.2"+c_,2" 
welche sämmtlich ganze algebraische Functionen der »a+1 Grössen e sind, 
wenn x eine Wurzel jener Gleichung n'" Grades bedeutet. Die Diserimi- 
nante aller derselben Gattung angehörigen Gleichungen *) 
2” +c, "+. tot =(, 

in welchen die Üoefficienten e offenbar als ganze rationale Grössen des 
Bereichs vorausgesetzt werden können, stehen also zu einander in quadra- 
tischen Verhältnissen und enthalten sämmtlich die Diseriminante der Gattung 
als gemeinsamen Theiler. Dies ist freilich nicht immer der grösste gemein- 
same Theiler; aber es lässt sich zeigen, dass nur ein Divisor einer gewissen 
Potenz der Diseriminante der Gattung grösster gemeinsamer T'heiler aller 
Gleichungs-Diseriminanten sein kann. Der Nachweis dieser für die Theorie 
der algebraischen Gleichungen höchst wichtigen Eigenschaft der Diserimi- 
nanten beruht auf folgendem elementaren Determinantensatze. 

Wird das Product der »(»—1) Differenzen von » homogenen linearen 
Functionen der Variabeln «,, %, ... «, 

Aut tan + tan, 0 Aadı tr data tt au, 

nach den verschiedenen Produeten von Potenzen der Grössen # entwickelt, 
so besteht für die dabei auftretenden Coefficienten $(a,,,...a,.), welche 
ganze ganzzahlige Functionen der Coefficienten a, sind, eine Gleichung 


ZP (a1; +. u) Pl, 0.) > er (‚k=1,2,...0), 


nn) 
in welcher auch die Multiplicatoren # ganze ganzzahlige Funetionen der 
Uoeffieienten a, sind, und in welcher die Summation auf alle Coetfieienten 


*) Der Begriff der Gattung ist hier, wie im Monatsbericht der Berliner Akademie 
vom März 1879 S. 214, von den algebraischen Grössen auf die Gleichungen übertragen, 
dureh welche sie definirt werden. Die Diseriminante der Gleichung, welcher eine 
ganze algebraische Grösse z genügt, habe ich früher kurz als Diseriminante der Grösse 
x und den mit der Diseriminante der Gattung identischen Theiler derselben als ihren 
„wesentlichen“, den anderen als ‚„ausserwesentlichen‘“ Theiler bezeichnet. 
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PD zu erstrecken ist. Dabei ist zu bemerken, dass die Funetionen P und 
Y in Beziehung auf die verschiedenen Horizontalreihen der Coefficienten «a, 
symmetrisch sind. Der Beweis dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar, wenn 


> A; u, = A;;' ®,; (,=1,2,..0) 
k 


gesetzt wird, so dass, wenn die Grössen «, die Adjungirten der Grössen a, 
bedeuten. die Variabeln # sich durch die neuen Variabeln ® mittels der 
Gleichungen 
2 0,0, = MU, (,k=1,?,...n) 
k 
bestimmen. Dann ist nämlich 


"ya 


4; . . II v, v,) zu ZD, u... U... (.k=1,2,...0), 


wo sich das Produetzeichen links auf alle unter einander verschiedenen 
Werthe g, h=1, 2,...» und das Summationszeichen rechts auf alle Expo- 
nenten-Systeme r,, 73, ... r„ bezieht, und diese Gleichung wird eine Identität, 
wenn man die Grössen a auf der rechten Seite durch die linearen Func- 
tionen I0,,0%, Ir, ... ersetzt. Werden alsdann auf beiden Seiten die 
Coetficienten des Gliedes 07°".023””...e,_, mit einander verglichen, so resultirt 
jene Gleichung 


ne 1) —— >» Ayı u.“ Un) Pau; ... An); 


da auf der rechten Seite jeder der Coefficienten &,,,.,, mit einer ganzen 


eanzzahligen Funetion der Adjungirten von a, ... a,,, also in der That 
mit einer ganzen sanzzahligen Function dieser Grössen selbst multiplieirt 
erscheint. 

Nimmt man nunmehr an Stelle der »° Grössen a, die ganzen alge- 
braischen Grössen x”, d.h. » eonjugirte Reihen von je r» Elementen, so 
bilden die mit ® bezeichneten Ausdrücke die Coefficienten der Entwicke- 
lung der Diseriminante von 

uc+wr" +. +u,c” 
nach Produeten der Potenzen von %,. %, ... au,. Die Grössen & sind dem- 
nach ganze rationale Grössen des Bereichs, und deren grösster gemeinsamer 
T'heiler muss nach obigem Satze ein Theiler der 4n(» —1)tn Potenz der 
Diseriminante der » Elemente 

a ae 
sein. Bilden ferner, wie oben, die a+m ganzen algebraischen Grössen 
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ein Fundamentalsystem, so repräsentirt der lineare Ausdruck mit unbe- 
stimmten Üoefficienten 
ac +++ u.a”) 

die allgemeinste ganze algebraische Grösse der Gattung, und die Diseri- 
minante der Gleichung, der dieser Ausdruck genügt, kann keinen von den 
Grössen a unabhängigen Theiler haben, der nicht ein Divisor der 4n(a— 1)!" 
Potenzen aller Diseriminanten von je » Elementen z, d. h. also ein Divisor 
der 4n(n—1jten Potenz der Diseriminante der Gattung wäre. Dies ist der 
eigentliche Zielpunkt der vorstehenden Entwickelung. Es folgt daraus, 
dass alle Diseriminanten der verschiedenen Gleichungen der Gattung, d.h. 
alle die Diseriminanten, welche man erhält, wenn man den Grössen 
a alle möglichen Werthe beilegt, keinen Divisor gemein haben können, 
der nicht zugleich Divisor der 4»(»—1)!n Potenz der Diseriminante der 
Gattung wäre, sofern nämlich eine ganze Function der unbestimmten Grössen 
a, welche keinen von denselben unabhängigen Theiler enthält, durch ge- 
eignete Bestimmung von %, %, ... %4„ 80 eingerichtet werden kann, dass 


"m 


ir warm 
a 


sie mit einer gegebenen ganzen rationalen Function von W, N 
keinerlei gemeinsamen Theiler hat. Dies ist stets möglich, wenn wenigstens 
eine Variable unter den Grössen X vorkommt, während allerdings für N = 1 
z. B. der Ausdruck #— a, obgleich ohne einen von # unabhängigen Faetor, 
doch falls p Primzahl ist, für jeden ganzzahligen Werth von # durch p 
theilbar wird (vgl. $ 25). 

Im Vorhergehenden ist vielfach von T'heilern und namentlich von 
„grössten gemeinschaftlichen Theilern“ ganzer rationaler Funetionen von 
WR, RT, ... die kede gewesen. Für natürliche Rationalitäts- Bereiche 
ist dies durch die in $ 4 nachgewiesene Möglichkeit der Zerlegung ganzer 
sanzzahliger Functionen von Variabeln in irreduetible Factoren völlig ge- 
rechtfertigt; für die Gattungs-Bereiche aber bedarf es des Hinweises auf die 
erst im zweiten "Theile folgende Begründung. 


89. 
Die Beziehungen zwischen Diseriminanten verschiedener Gattungen, 
von denen die eine unter der anderen enthalten ist. 
kepräsentirt die ganze algebraische Grösse x eine Gattung »'° Ord- 
nung und die ganze algebraische Grösse y eine Gattung mnt Ordnung, 
unter welcher die erstere enthalten ist, so theilen sich die m» eonjugirten 
Journal für Mathematik Bd. XCIH. Heft 1. 4 
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Grössen y in a» Gruppen von je m Grössen. Jede von diesen » Gruppen 
besteht aus denjenigen m Grössen y, welche bei Adjunction einer bestimm- 
ten der » eonjugirten Grössen x mit einander conjugirt bleiben. Die Glei- 
chung mn!" Grades, welcher y genügt, zerfällt nämlich in » Gleichungen 
m'°n (rrades, welche gewissermassen mit einander eonjugirt sind; denn es 
ist, wenn die zu x, gehörige Gruppe von Grössen y Mit Yırs Yars +++ Ymz 
bezeichnet wird, 


4 


(Yy Yu) Yy— Ya). Y-Ym) = @lYy, 8), 
wo @G(y,x) eine ganze Funetion von y und x bedeutet, deren Coeffieienten 
dem Rationalitäts-Bereich (WM, RW’, W”, ...) angehören, und die Gleichung 


IIG(y, 2) = 0) G=1,2,....) 


ist also diejenige Gleichung mn‘ Grades, durch welche die algebraische 
Grösse y definirt wird. Bildet man nun für irgend eine Reihe ganzer alge- 
braischer Grössen y', 9”, y", ... y"’ der durch y bezeichneten Gattung 
die mn» heihen conjugirter Grössen 


m 


Yırs Yrs Yan ++» yi (i=1,2,..m; k=1,2,...n) 


und ersetzt alsdann in diesem Grössensystem jede der » Reihen 


r ! ' ı r) ji ö 
Yırs Yırs Yırs . . “ q U (he en 


dureh die Reihe von Summen 
im i=m i=m im 


n48 JM 2 ..m » a 1 
< Ya> S Yırs =) has :+: SM Gel, 2,..n), 
6: (al i 


= 


welche sämmtlich Grössen der Gattung x, sind, so entsteht ein System von 
mn leihen von je r Elementen, unter denen » Reihen beziehungsweise den 
» conjugirten Gattungen &,, 2%, ... x, angehören. Hieraus geht hervor, 
dass die Diseriminante von je m» ganzen algebraischen Grössen der Gattung 
y sich als lineare homogene Function von Diseriminanten der Gattung x 
so darstellen lässt, dass die Coeffieienten ganze algebraische Grössen sind. 
Jede der „Invarianten“ der Gattung = ist also gewissermassen in den „In- 
varianten“ der Gattung y enthalten, und namentlich ist die Disceriminante 
der Gattung x ein Theiler der Discriminante der Gattung y, unter welcher 
jene enthalten ist. Da ferner jede Diseriminante von je » Grössen der 
Gattung y durch die Diseriminante der Gattung theilbar ist, so folgt, dass 
die Discriminante einer Gattung algebraischer Grössen x Divisor der Discri- 
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minante einer jeden (auch reductibeln) Gleichung ist, welche die Eigenschaft 
hat, dass sich durch eine ihrer Wurzeln die Grössen jener Gattung x ra- 
tional ausdrücken lassen. 


$ 10. 


Die Systeme von Gleichungen; ihre Diseriminauten und ihre verschiedenen Resolventen. 


Der oben entwickelte Begriff der Diseriminante der Gattung findet 
vielfache Anwendung in der Theorie der Elimination, und eine der wichtig- 


sten dieser Anwendungen soll hier kurz erwähnt werden. — Bedeuten F,. 
F,. ... F, ganze homogene Funectionen der »+1 Variabeln ', x', ©", ... x”, 


welche vollständige Ausdrücke, der Dimensionen. r,, nr, ... r„ sind, so 
werden durch das Gleichungssystem 
Hn=0 AR=Q0 ... Em0 

die Verhältnisse der +1 Grössen x als algebraische Funetionen der Coef- 
ficienten von F,, F,, ... F, definirt. Alle diese algebraischen Funetionen 
gehören einer bestimmten Gattung an, und die Diseriminante dieser Gattung 
ist eine ganze ganzzahlige Funetion jener Coeffieienten, welehe auch in 
folgender Weise, unabhängig von den obigen allgemeinen Entwickelungen, 
erklärt werden kann. Bedeutet F, eine ganz beliebige (z. B. eine lineare) 
homogene Function der »+1 Grössen ze mit unbestimmten Üoeffieienten, 
so hat die Eliminations-Resultante der a+1 homogenen Gleichungen 

F=V0, R=0 ... FE=(, IF — () (,h=0,1,...n) 
einen von den Coeffiecienten der Funetion F, unabhängigen Factor, welcher 


füglich als die Diseriminante des Functionen-Systems (F,, F,,... F,) oder des 


Gleichungssystems 

K,=09, AR=0 ... K=0 
zu bezeichnen ist und mit jener Diseriminante der Gattung genau überein- 
stimmt. Nur für das Vorzeichen derselben bedürfte es noch einer besonderen 
Bestimmung. 

Die Diseriminante des Funetionen-Systems (F\, F},... F,) ist irreduetibel, 
wie ich in einer anderen Abhandlung beweisen werde. Das Verschwinden der- 
selben enthält die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass zwei 
den Gleichungen F=0 genügende Werthsysteme mit einander identisch werden. 

Die Behandlung ganz allgemeiner Gleichungssysteme, welche hier 


einen zu grossen Raum einnehmen würde, behalte ich einem besonderen 
4* 
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Aufsatze vor; doch muss hier eine Andeutung der Methode und eine Angabe 
der Hauptresultate ihren Platz finden, weil ich mich in den folgenden 
Paragraphen darauf zu beziehen haben werde. Ein System von beliebig 
vielen algebraischen Gleichungen für z', 2, 3, ... 2”, in welchen die 
Coeffieienten dem hationalitäts-Bereich (W, RN’, RW”, ...) angehören, definirt 
algebraische Beziehungen zwischen den Grössen z und WR, deren Erkennt- 
niss und Darlegung den Zielpunkt der Theorie der Elimination bildet. Die 
m Funetionen @,, @;, ... @,, welche, gleich Null gesetzt, die Gleichun- 
gen bilden, sind als ganze rationale Functionen der » Grössen z voraus- 
zusetzen, deren Coeffieienten aber nur als rationale (ganze oder gebrochene 
Funetionen der Grössen N mit ganzzahligen Coeffieienten. Für die Anzahl 
der Funetionen, welche mit m bezeichnet «ist, soll keinerlei Beschränkung 


angenommen werden; sie kann, wie im obigen speciellen — dem soge- 
nannten allgemeinen — Falle, gleich », d.h. gleich der Anzahl der zu 


bestimmenden Grössen 3, aber auch grösser oder kleiner als diese Zahl 
» sein. Werden die Grössen z als unbeschränkt veränderlich aufgefasst, 
so eonstituiren die Gleichungen @=0 eine gewisse Beschränkung dieser 
Variabilität, deren nähere Charakterisirung als die Aufgabe der Elimi- 
nation bezeichnet werden kann. Dabei ist aber die Unbestimmtheit der 
etwaigen unbestimmten Grössen W, W’, WW”, ... oder, falls diese als Variable 
aufgefasst werden, die uneingeschränkte Variabilität derselben festzuhalten, 
d. h. es ist nur diejenige Beschränkung der Variabilität der Grössen 3 zu 
charakterisiren, welche keinerlei Beschränkung der Variabilität der Grössen 
It erfordert. Die hier präeisirte Unterscheidung zwischen den Variabeln z 
und denen, die unter den Grössen NR vorkommen, ist von der grössten 
Wichtigkeit; sie involvirt keinerlei Beschränkung der Allgemeinheit, sondern 
sie scheidet nur die verschiedenen Aufgaben, welche bei der Elimination 
eestellt werden können, nach ihrem begrifflichen Inhalt. (Vgl. die Unter- 
scheidung zwischen den Unbestimmten a und den Variabeln X in den Con- 
elusionen des $ 22.) 

Um die Funetionen @ von Zufälligkeiten zu befreien, ist auf die Grössen 
3 eine allgemeine lineare Transformation anzuwenden, deren Speecialisation vor- 
behalten bleibt. Werden die » transformirten Variabeln mit x’, x”, ... x” 
bezeichnet, so ist nunmehr an Stelle von x’ eine lineare Function 

u +2" ++ u,ac” 

mit unbestimmten Coeffieienten a einzuführen, die mit x bezeichnet werden 
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möge. Hiernach treten an Stelle der m Gleichungen @= 0 ebensoviel 
Gleichungen 

H=0, =0, ... H=% 
in welchen H,, H,, ... H, ganze Funetionen von z, x', x", ....c""” und 
deren Coefficienten rationale Funectionen der Grössen # und R sind. Diese 
können überdies als ganz in Beziehung auf «,, ... «, vorausgesetzt werden, 


n 
da, um diese Voraussetzung zu erfüllen, nur mit einer Potenz von x, mul- 
tiplieirt zu werden braucht. Jede der Funetionen H kann ferner von etwaigen 
gleichen Factoren befreit gedacht werden. Endlich kann der grösste gemein- 
same T'heiler aller Funetionen H herausgehoben werden. Dieser sei 
Fila,02,2°,..:2") 
und der Quotient der Division von H, durch F, sei K,; alsdann ist das 
System der Gleichungen H=0, abgesehen von dem Inhalte der Gleichung 
F, =0, äquivalent dem Systeme der Gleichungen K=0. Bildet man nun 
zwei lineare Verbindungen der letzteren m Gleichungen 
UK -+U,R,+.-+U,K.„=09, VK-+NVR,+:--+V,K,.=0, 


(n 


entwickelt die aus der Elimination von x” hervorgehende Resultante nach 


Producten von Potenzen der unbestimmten Grössen U, Y, und setzt alle 
einzelnen Coefficienten gleich Null, so gelangt man zu einem Gleichungs- 


7 (n—?) 
’ q 


system für die a—1 Grössen x, «', ‚„ welches zum neuen Aus- 
gangspunkt genommen werden kann. Es wird demgemäss der grösste ge- 
meinsame Theiler aller jener Coefficienten der Resultante, nachdem derselbe 
7 2@-9\ zu he- 
yo I } ZU Is 


von etwaigen gleichen Factoren befreit ist, mit R,(x, x’, x 
zeichnen sein, und allmählich bei wiederholter Anwendung des angegebenen 
Verfahrens eine Reihe von Funetionen 
Fee A,  ... Fle) 
sich ergeben, welche, gleich Null gesetzt, ein dem ursprünglichen System 
@=( äquivalentes Gleichungssystem bilden. Die Produetgleichung 
Pi. 0 

ist die Gesammtresolvente des Gleichungssystems @ = 0; jede 'T’'heilresolvente 
F,=0 repräsentirt eine durch die Gleichungen @= (0 aus der gesammten 
n-fachen Manmnigfaltigkeit (3) ausgeschiedene (»— %)-fache Mannigfaltigkeit, 
also ein (a—k)-fach ausgedehntes Gebilde, und es kann daher im Allgemeinen 
durch irgend ein Gleichungssystem @ = 0 eine Anzahl von Gebilden jeglicher 
Ausdehnung, Punkten, Linien u. s. w., d. h. eine Anzahl nullfacher, einfacher, 
zweifacher, ... (”— 1)-facher Mannigfaltigkeiten (3) simultan definirt werden. 
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Die Funetionen F, sind sämmtlich, als Functionen von %,, %, ... %,, 
in lineare Factoren zerlegbar. Jeder Linearfactor von F, ergiebt, gleich 
Null gesetzt, die letzten k Grössen x, nämlich "+9, 29, ,,. x) als 
algebraische Functionen der ersten an— k Grössen x’, x”, ... x"; denn ein 
solcher Linearfactor hat dıe Form 

Z-Uup—nmyp" —- — 41,9"), 
wo go, p", ... 9 algebraische Functionen von x&', ©”, ... x” bedeuten, 
und es sind dabei die ersten a— Ak Grössen p beziehungsweise mit den ersten 
»— k Grössen x selbst identisch, so dass bei Einsetzung des Werthes von x 
nur ein Aggregat 
u... (aD GEHN) Leu, (2”) 0) 

verbleibt, welches, gleich Null gesetzt, wegen der Unbestimmtheit der 
Grössen «a den Complex der k Gleichungen 


TEEN 


und also eine (na—k)-fache Mannigfaltigkeit darstellt. Weil hiernach die T'heil- 
resolvente F,=0 ein System von k Gleichungen vertritt, soll die Funetion 
F, so wie die Gleichung F,=0 als eine von „A Stufe“ bezeichnet werden. 

Die einzelnen Funetionen F, können, als Funetionen von x, x’, ... x" 
betrachtet, mit Berücksichtigung des Rationalitäts-Bereichs (W, WR”, RW", ...) 
in irreductible Factoren zerlegt gedacht werden. Jeder dieser irredue- 
tibeln Factoren, sowie überhaupt jeder 'Theiler & des Produets F,F,...F, 
stellt, gleich Null gesetzt, die Gesammtresolvente eines gewissen Gleichungs- 
systems dar. Man erhält dasselbe, indem man in dem herausgehobenen 
Thheiler jenes Produets > die Grösse x wieder durch ihren Werth 

u, tur +. tu, a” 
ersetzt und alsdann den Grössen a eine Anzahl bestimmter Werthsysteme 
beilegt. Man sieht dabei leicht, dass stets +1 solcher Werthsysteme aus- 
reichen, damit die hieraus entstehenden Gleichungen 
2,0 M=0 ..: Bauamt 

die Gesammtresolvente ?=0 haben, und es ergiebt sich daher das Resultat, 
dass der gesammte Inhalt jedes Thheilers der Resolvente eines 
Gleichungssystems für » Grössen z durch ein System von nur n+1 
Gleichungen dargestellt, also auch jedes System von beliebig vielen 
Gleichungen durch ein solches von nur »+1 Gleichungen ersetzt 
werden kann. 
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Die „Ordnung“ eines Gleichungssystems wird durch den Grad seiner Resol- 


vente bezeichnet. Das Gleichungssystem heisst irreduetibel, wenn die Resol- 
vente irreduetibel ist. Stellt das irreductible Gleichungssystem ein (rn — k)- 
fach ausgedehntes Gebilde dar, so ist es unmöglich, nur einen ebenfalls 
(n—k)-fach ausgedehnten Theil desselben durch ein algebraisches Gleichungs- 
system auszudrücken. Auch für eine Resolvente F,=0, welche nur einzelne 
Punkte der »-fachen Mannigfaltigkeit (z) darstellt, behält der Begriff der 
Irreduetibilität mit Rücksicht auf den angenommenen Rationalitäts-Bereich 
seine Bedeutung. Nur von den Potenzen irreduetibler Resolventen ist bei 
der vorstehenden Betrachtung gänzlich abgesehen, da ja schon bei der 
Methode der Bildung die Befreiung von gleichen Faetoren Bedingung war. 

Derjenige Theil der Resolvente eines beliebigen Gleichungssystems, 
welcher eine (a—A)-fache Mamnigfaltigkeit (z) repräsentirt, drückt eine 
zwischen a—k+1 Grössen « bestehende Beziehung 

Fia,0,2,...2"”) = 0 

aus, während die » Variabeln z durch diese a—k+1 Grössen z und dureh 
die Grössen « und N rational darstellbar sind. Auch können den unbe- 
stimmten Grössen « solche speciellen Werthe beigelegt werden, dass diese 
Art der Darstellbarkeit erhalten bleibt. Bezeichnet man die Funetion F, für 
derartige specielle Werthe der Grössen « mit $P, so repräsentirt die Grlei- 
chung & = eine aus der (a— k+1)-fachen Mamnigfaltigkeit x, x’, 2”, ... 2 
ausgesonderte (2—k)-fache Mannigfaltigkeit, auf welche jene aus der »-fachen 
Mannigfaltigkeit (3) ausgesonderte (a—A)-fache Mannigfaltigkeit eindeutig 
bezogen ist. Es lässt sich daher jedes m-fach ausgedehnte Gebilde einer 
beliebig grossen Mannigfaltigkeit auf ein solches eindeutig beziehen, das 
aus einer nur (m-+1)-fachen Mannigfaltigkeit entnommen ist. 

Es ist schliesslich als ein Hauptresultat der allgemeinen Eliminations- 
theorie hervorzuheben, dass der in $2 an die Betrachtung einer einzigen Glei- 
chung geknüpfte Begriff der algebraischen Grösse keinerlei Erweiterung be- 
darf, wenn Systeme von Gleichungen mit in den Kreis der Betrachtung gezogen 
werden. Sind nämlich eine Anzahl Grössen zusammen durch eine beliebige 
Anzahl von algebraischen Gleichungen definirt, deren Coeffieienten «dem 
Rationalitäts-Bereich (W, RW”, R”,...) angehören, so ist, wie aus der 'T’'heorie 
der Elimination hervorgeht, jede einzelne der so definirten Grössen eine 
algebraische Function von W, W, WR”, ... auch in dem engeren in $ 2 ange- 
gebenen Sinne des Wortes. 












32 Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 


s 11. 
Die besonderen Gleichungssysteme, durch welche eonjugirte algebraische Grössen definirt werden. 
Das Galoissche algebraische Prineip. 

Die allgemeine Theorie der Elimination, wie sie im vorhergehenden 
Paragraphen skizzirt worden ist, zeigt die eigentliche Quelle des neuen 
Lichts, welches gerade vor einem halben Jahrhundert durch Galois in die 
Theorie der algebraischen Gleichungen gebracht worden ist. 

Es seien ©, &,... ce, Grössen des Rationalitäts-Bereichs (W, R” 
W,...) und 


“ 
/ 


(A) 2" — a2" +092""—.. te, zu (0 


- 


eine irreductible Gleichung mit den Wurzeln &,, &, ... $,, welche also con- 

jugirte algebraische Functionen der Grössen R sind. Es seien ferner 
(17 2 21 ala Eye a ee FalRın Bay eo, ©, 

die » durch die identische Gleichung 


(2-2) (2e-29)...(2e-2) = "her Hhe’—Hi 


definirten „elementaren symmetrischen“ Funetionen von &,, X, ... z,. Als- 
dann kann man die » Grössen &, ebenso wie durch die eine Gleichung (A), 
auch durch das System von » Gleichungen 


(BD) UL FUR FREE ) = C, (k = 1,2 BY 


n _ 


bestimmt ansehen, und es ist diese höhere Auffassung der in einer algebrai- 


schen Gleichung enthaltenen Bestimmungen, welche — wenn auch nicht 
veradezu ausgesprochen — der Galoisschen Behandlung der algebraischen 


Gleichungen zu Grunde liegt. Um dies zu erkennen, braucht man nur das 
besondere, z conjugirte algebraische Grössen definirende Gleichungssystem 


(©) (21, 224 +++ ©.) — C; (= 22, ,..=) 


nach der allgemeinen im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Methode 
zu behandeln. 
Das Gleichungssystem 
I) Ya, = & (k=1,2,...n) 
kann nur eine Resolvente »!® Stufe haben, da ja aus diesem Gleichungs- 
system auch das folgende hervorgeht 


n—? 


+ GT, .tc, = (0) Bei. 





(A) c, a C 2 


Hierbei ist jedoch hervorzuheben, dass die beiden Gleichungssysteme (C) und (A) 
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keineswegs äquivalent sind; sondern das letztere, welches von der Ordnung 
»" ist, enthält das erstere, welches nur von der Ordnung n! ist. 
Bedeutet nun F(x)=0 die Resolvente des Gleichungssystems (C) und ist 
= Hot + +U,r,, 
so sind die Coefficienten von F(x) ganze Funetionen der Unbestimmten 
4, Up. ».. a, und rationale Funetionen der Grössen W. Da die Gleiehun- 
sen (C) nur durch Werthsysteme 


Un 
I 


T| — n Ya 


.,’_ Da RX ...:. 7.7> 
erfüllt werden können, wo r,, r;, ... r„ gewisse Permutationen der Zahlen 
1,2,...» bedeuten, so muss F(x) 


erstreekten Produete 


gleich dem über alle diese Permutationen 


II 2-5, —w8,——u,8, ) 
sein. Aber nieht bloss das Gleichungssystem (C) selbst, sondern auch jedes 
andere, welches durch Hinzufügung irgend welcher Gleichungen entsteht 
und mit (©) bezeichnet werden möge, kann nur eine eben solche Resolvente 
HIK2—u5,—%$8,——u,5,).= 0 
haben. Also, welche Gleichungen auch für &,. &;. ... x, bestehen mögen, 
stets muss, sobald nur » Gleichungen (C) daraus abzuleiten sind, die Resol- 
vente von der angegebenen Art sein. Bezeiehnet man nunmehr mit 
G(z, hı, t2; .. 1n) =V 
die Galoissche Gleichung. deren z»! Wurzeln durch 
= m, t%r,+ tu, X, 
für sämmtliche »! Permutationen ö, &, ... i, repräsentirt werden, so sind 
die Coeffieienten der mit @ bezeichneten Funetion von &, fı, h, ... f, ganze 
ganzzahlige Funetionen von %,. %. ... @,. Irgend einer der irreduetibeln 
Facteren von @(z, €,,&,...c,) muss daher, gleich Null gesetzt, die Resol- 
vente des Gleichungssystems (C) repräsentiren. Ein solcher Faetor ist also 
eine ganze Function von z und den Unbestimmten «,, %, ... «a, mit Üoef- 
fieienten des hationalitäts-Bereichs (W,R”,R”,...) und möge mit 
(8, U, %n,...%,) 


bezeichnet werden. Dann ist gemäss den oben eingeführten Bezeichnungen 


92, U, %,..%) = Ia—uS, —wmS,—"—u,S, ), 
oder wenn die Linearfaetoren des Produets — statt nach w., m. ... u, — 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 1. D 
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nach $,, &, ... £, geordnet werden, 
g(, u, ,..%) = Hz u SU, — U, Sn). 

Es ist daher 

g(z, U, %, ... a,), als Function der Unbestimmten ı, %, ... u, 

betrachtet, eine solche, die bei gewissen durch r,, rz, ... r„ be- 

zeichneten Permutationen ungeändert bleibt, 
und man gelangt somit, von irgend einer speciellen Gleichung (A) aus- 
echend, zu allgemeinen Funetionen von » unbestimmten Grössen, welche 
die Eigenschaft haben, bei gewissen Permutationen derselben ihren Werth 
unverändert beizubehalten. Hierin liegt die grosse Bedeutung des Galoisschen 
algebraischen Prineips, anstatt einer einzigen Gleichung das die conjugirten 
Wurzeln gleichzeitig definirende Gleichungssystem der Untersuchung zu Grunde 
zu legen. Galois selbst hat es klar erkannt, dass seine neue Auffassung 
der algebraischen Gleichungen es möglich macht, von jeder einzelnen Glei- 
ehung mit ganz speeiellen Coeffieienten, z. B. von jeder Zahlengleichung, 
die für die algebraische Theorie einzig wesentlichen Eigenschaften * zu 
abstrahiren, und er hat diese zur wahren Erkenntniss führende Methode 
dadureh vollständig dargelegt, dass er gezeigt hat, wie jeder speciellen 
Gleichung eine von der Werth-Bedeutung der Coetfieienten oder Wurzeln 
unabhängige Eigenschaft in der von ihm so genannten „Gruppe der Sub- 
stitutionen“ zukommt. Nur scheint mir, dass der Galoisschen Theorie noch 
eine weitere formale Ausbildung durch die leichte hier eingeführte Modi- 
fication zu geben ist, bei welcher an Stelle der abstraeten Substitutionen 
und deren Gruppen die conereten bei einer Gruppe von Permutationen un- 
veränderlichen Funetionen behandelt werden. 


$ 12. 
Die Gattungen rationaler Functionen mehrerer unbestimmten Grössen. 
Nachdem gezeigt worden ist, wie das Galoissche Prineip für jede 
specielle algebraische Gleichung eine für dieselbe charakteristische ganze 
Funetion von » Unbestimmten «# ergiebt, können diese Funectionen selbst 


*) Die Bedingungen, unter denen die nach dem Galoisschen Prineip sich er- 
gebenden Eigenschaften der algebraischen Gleichungen, welche ich als „Affeete“ be- 
zeichne, in der That die einzigen sind, werde ich in einem folgenden Aufsatze voll- 
ständig entwickeln. 
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zum Ausgangspunkt der Entwiekelung genommen werden. Setzt man «@,. 


Ka 


%;, ... x, an Stelle der Unbestimmten «,, @., ... a,, so sind also ganze 


r- 


Funetionen der » unbestimmten Grössen z in Beziehung auf die Verände- 
rungen zu untersuchen, welche sie erfahren, wenn die Grössen = darin auf 
alle möglichen Weisen permutirt werden. Diese Untersuchung ordnet sich 
aber naturgemäss in die arithmetische T’heorie der algebraischen Grössen 
ein, sobald man die ganzen Funetionen von z,, ©, ... x, als algebraische 
Functionen der » elementaren symmetrischen Funetionen fj, Ta. ... |, auftasst. 
und hiermit wird also die Stelle bezeichnet, an welcher die Galoisschen 





Resultate sich in die allgemeine 'T’'heorie einfügen. 
Werden die » Funectionen f,, f, ... f, an Stelle von W, WW’, WW”, ... 





u. 


genommen, so dass (fı,f2,.-- j„) den Rationalitäts-Bereich bezeichnet, so ist 
jede rationale Funetion von x,, &,, ... x, eine aus dem Bereich hervorgehende 
algebraische Funetion und gehört als solche einer bestimmten Gattung an. 
welche nun einfach als „Gattung von Functionen von &,, &:, ... x,“ be- 
zeichnet werden soll *). Der Begriff „conjugirt“, sowie der Begriff der Ord- 
nung soll auf diese Gattungen von Funetionen übertragen werden, und auch 
der Begriff der „Art“ kann bei den ganzen Functionen von 2. 2, ... x, 
Anwendung finden. 

Jede der einzelnen Grössen x repräsentirt eine Gattung nt! Ord- 
nung; durch eine lineare Function 

u ++ +uL, 

mit unbestimmten Coeffieienten « wird die „Galoissche Gattung‘ repräsentirt. 
welche von der Ordnung z! ist und alle andern Gattungen unter sich ent- 
hält. Die Ordnungen der einzelnen Gattungen sind hiernach Theiler von 


n!, und wenn eine Gattung mit g, deren Ordnung mit oe und der Quotient 
! 

n. . . [2 . . 5 

„ mit r bezeichnet wird, so ist r die Anzahl der „Permutationen der 

Gattung 9“, d.h. die Anzahl derjenigen Permutationen von &,, &, ... X,. 

bei denen eine Funetion der Gattung g ungeändert bleibt. Ist die Gattung 


g unter der Gattung g’ enthalten, so ist oe ein Theiler von 0’ und also r', 


NS 
d.h. die Anzahl der Permutationen von g', ein Theiler der mit r bezeichneten 
Anzahl der Permutationen von 9, und es sind offenbar die ersteren Permu- 
tationen selbst unter den letzteren enthalten. 


*) Vgl. meinen mehrerwähnten Aufsatz im Monatsbericht vom März 1879, aus 
welchem hier auch einige Stellen wörtlich aufgenommen sind. 


n%# 
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Die Gattüngen scheiden sich in „eigentliche“ Gattungen von Fune- 
tionen von » Grössen und in „wneigentliche“, je nachdem unter deren Ad- 
junetion die Gleichung ©’ — 1, 2"""+,2""— +, = 0 irreduetibel bleibt oder 
reduetibel wird. Die uneigentlichen Gattungen lassen sich also auf Gattungen 
von Funetionen von weniger als » Grössen zurückführen. 

Werden die einer eigentlichen Gattung g angehörigen Funetionen den 
symmetrischen adjungirt, und wird demgemäss an Stelle des Rationalitäts- 
Bereichs (f,,R,... 7.) der erweiterte Bereich (f. fr, ... }., 9) festgesetzt, so 
ändert sich damit der algebraische Charakter der durch die Gleichung 

"hentai eH+f, = 0 
definirten algebraischen Funetion, und sie tritt damit in eine besondere 
„Olasse“ von algebraischen Grössen ein. Die auf diese Weise definirten 
Classen algebraischer Functionen umfassen die einzelnen Gattungen. Ueber- 
trägt man die Begriffe der Gattung und Ulasse von den algebraischen 
Funetionen auf die Gleichungen, denen. sie genügen, so gehören bei Fest- 
setzung eines bestimmten Rationalitäts- Bereichs (WM, NR’, RW”, ...) alle die- 
jenigen irreduetibeln Gleichungen P(x)=0 in eine und dieselbe Gattung, 
welche durch rationale Substitution von z aus einander entstehen, und alle 
diejenigen in dieselbe Ulasse, bei welchen die einer bestimmten Gattung g 
angehörigen Funetionen der Wurzeln zugleich dem festgesetzten Rationalitäts- 
Bereich (W,R,W”,...) angehören. Die Classe der algebraischen Grössen 
und Gleichungen wird daher ebenso wie die Gattung und Ordnung durch 
den angenommenen Rationalitäts- Bereich bedingt. Ist aber ‘dieser Bereich 
festgesetzt, so wird die Classe durch eine wesentliche, bei allen rationalen 
Transformationen von x bleibende, besondere Eigenschaft der Gleichung 
charakterisirt, welche ich desshalb nach einer von Jacobi, wenn auch in 
anderem Sinne, gebrauchten, Ausdrucksweise als den „Afeet“ der Gleichung 
zum Unterschiede von anderen Eigenschaften derselben bezeichne. Eine 
irreduetible Gleichung | 
(A) H-ea""+92""— te =(, 


deren Coeffieienten e dem Rationalitäts-Bereich (W, RW’, RW”, ...) angehören, 
hat also einen besonderen Affeet, wenn eine bestimmte Gattung von Func- 
tionen ihrer Wurzeln, welche die „Affeet-Gattung“ heissen soll, ebenfalls 
dem festgesetzten Rationalitäts-Bereich angehört. Die Gruppe der Permu- 


tationen der Affeet-Grattung ist die Galoissche „Gruppe der Gleichung“. Wird 
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\ 


die Affeet-Gattung durch 9(z,,%;,... x,) repräsentirt, so ist es das System 
der a+1 Gleichungen 


B) BE. En.) ee ACER €) C; (k I 


n 
welches nach dem Galoisschen Prineip an die Stelle der einen Gleichung 
(A) tritt, und wenn &,, &, ... z, als die Unbekannten eines Gleichungs- 


n ee) 


systems aufgefasst werden, so ist das System der » Gleichungen 
(©) (m, IT; , ..». I, — Cs T, (&,. T;), ... 7.) pe C, (A 


\ 


so beschaffen, dass es nur durch die r Werthsysteme 


I 


vu, me: u 
befriedigt wird, welche durch die r Permutationen (r,,r,...r,) der Gattung 
g charakterisirt sind. Es ist also von der Ordnung r und bildet den irre- 
ductibeln Theil des oben mit (C) bezeichneten Gleichungssystems 
HB...) = 6 @=1,2,...n), 
welches von der Ordnung »! ist. Die Zahl r soll auch die Ordnung des 
Affeets und der durch denselben bestimmten Classe genannt werden. Alsdann 
gehört also — immer bei festgesetztem Rationalitäts-Bereich — 
eine algebraische Grösse nz!" Ordnung und die Gleichung, durch 
welche sie definirt wird, in eine bestimmte Classe der Ordnung 
r, wenn das Gleichungssystem, durch welches die » conjugirten alge- 
braischen Grössen zugleich definirt werden, von der Ordnung r und 
durch »+1 Gleichungen (C) darstellbar ist, von denen die erste 
eine Function einer besonderen für die Classe bestimmenden Gat- 
tung, jede der übrigen » aber nur je eine der elementaren symme- 
trischen Funetionen enthält. 
Dass, wie hier entwickelt worden ist, jeder irreduetible Theil eines Glei- 
chungssystems, welches » conjugirte algebraische Grössen definirt, durch 


u 
n-+-1 Gleichungen, und zwar — mit Ausnahme des Falles, wo die Ordnung 
a! ist — nicht durch weniger Gleichungen dargestellt werden kann, fäll 
unter den allgemeinen für beliebige Gleichungssysteme geltenden Satz, 


welcher im vorhergehenden Paragraphen aufgestellt worden ist. Aber es 
bildet eine höchst bemerkenswerthe Eigenthümlichkeit dieser »-+1 Glei- 
ehungen, dass sie auf jene, so zu sagen, „separirte Form“ (C) gebracht 
werden können, bei welcher die einen Seiten der Gleiehungen nur ganze 
ganzzahlige, von den gegebenen Grössen N unabhängige Funetionen der 
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Unbekannten, die anderen Seiten lediglich rationale Funetionen der Grössen 
A enthalten. 

An die eigenthümliche „separirte Form“ der Gleichungen (C) lässt 
sich die Darlegung des prineipiellen Unterschiedes der Abelschen und Galois- 
schen Behandlung der algebraischen Gleichungen am besten anknüpfen. 
Abel bleibt nämlich bei den durch die specielle Gleichung gegebenen oder 
zu ermittelnden rationalen Funetionen W, R”, WW”, ... stehen, welche in dem 
Systeme (C) die rechte Seite bilden, während Galois, wenigstens implieite 
durch die Aufstellung der Gruppe, von dem speciellen Gleichungsproblem 
die theoretisch allein wichtigen Funetionen auf der linken Seite des Systems 
(C) abstrahirt. Freilich entgeht Galois eben durch diese vollständige Ab- 
straetion auch eines der interessantesten Probleme, welches Adel in der 
Theorie der algebraischen Gleichung findet und auch behandelt. Es ist 
das Problem der Aufstellung aller Gleiehungen einer bestimmten Classe für 
einen gegebenen Rationalitäts-Bereich, und ich will dasselbe hier auch dess- 
halb näher darlegen, weil dabei die arithmetische Natur algebraischer Fragen 
deutlich hervortritt. 

Wenn mit 9, wie oben, eine Funetion einer Gattung et" Ordnung 
bezeichnet wird, so besteht zwischen g und den elementaren symmetrischen 
Funetionen f,. f, ... f, eine Gleichung 

BET...) =D, 

in welcher $ eine ganze ganzzahlige Funetion der n+1 Grössen 9, fı,}...-- 
f, bedeutet, die in Bezug auf g vom Grade o ist. Soll es nun für einen 
Rationalitäts-Bereich (W, WR, RW”, ...) Gleichungen einer durch die Gattung 
4 bestimmten Ulasse geben, so müssen z+1 rationale Funetionen der 
Grössen N 

Por, Pır Pr ve Pa 
existiren, für welche die Gleichung 


PD (Yo, Pı, Pay...) = 0 
erfüllt wird. Die Aufgabe, alle Gleichungen eines bestimmten Affeets auf- 
zustellen, ist hiernach durchaus arithmetischer Art, sie ist eine sogenannte 
Diophantische Aufgabe für den gegebenen Rationalitäts-Bereich, die freilich 
ebenso schwierig wie interessant zu sein scheint. Selbst für den einfachsten 
Fall, wo g eine alternirende Function bedeutet, ist die Aufgabe für ein all- 
gemeines 2, So viel ich weiss, noch nicht gelöst worden. In diesem Falle 
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ist der Grad von $ in Bezug auf g möglichst klein, nur gleich Zwei; die 
Schwierigkeit der Aufgabe scheint aber nicht mit der Grösse des Grades 
zu wachsen; denn für den Fall, wo g eine eycelische Funetion darstellt, und 
also jener Grad so gross als möglich ist, habe ich die Lösung schon in 
meiner oben eitirten Mittheilung vom Juni 1855 gegeben. Damals hatte 
ich allerdings für allgemeine Rationalitäts-Bereiche den Fall, wo » eine 
Potenz von Zwei ist, noch ausschliessen müssen, ich habe aber später auch 
diesen Fall erledigt und dabei gefunden, dass die Aufgabe in der T'hat für 
n=8, 16, 32,... einen ganz anderen Charakter hat als für die übrigen 
Zahlen n. 

Da die ganzen rationalen Functionen z&,. 2, ... x, als algebraische 
Funetionen von f;, , ... f. aufgefasst werden können und als solche eben 
jene Gattungen bilden, welche zur Definition der Funetions-Gattungen ge- 
dient haben, so müssen alle zu einer Gattung gehörigen ganzen Funetionen, 
welche also die Haupt-Art bilden, gemäss $ 6 durch eine bestimmte Anzahl 
von Elementen linear darstellbar sein, und es ist schon in $ 7 erwähnt, dass 
die ausreichende Anzahl in diesem Falle nicht grösser ist als die Ordnung 
der Gattung. Ich habe diesen Fundamentalsatz zuerst in meinen im Winter 
1870/71 gehaltenen Universitäts-Vorlesungen vorgetragen und will hier die 
damals gegebene Entwickelung in Kürze mittheilen. 

Das Fundamentalsystem für die Galoissche Gattung kann durch die 
n! Elemente 


} 
BEN 1 
“rd n 1 (h,: U,l,..n—k;k 1,2,...n—1) 


dargestellt werden. Ich habe dies zuerst in meinem schon oben eitirten 
Aufsatz „Ueber die verschiedenen Sturmschen Reihen“ im Monatsbericht der 
Berliner Akademie vom Febr. 1873 nachgewiesen. Da nämlich das Produei 


(2-2) (2 —-%,;1)...(C-%,) 
für jeden der » Werthe k=1, 2, ... n eine ganze Funetion (rn — k+ 1) 
Grades von x ist, deren Üoefficienten ganze ganzzahlige Funetionen von 


lin rar ee re 
sind, so stellt dasselbe, gleich Null gesetzt, eine Gleichung für x, dar, mit 
deren Hülfe sich jede höhere als die (n — A)!° Potenz von x, durch niedrigere 
so ausdrücken lässt, dass die Üoeffieienten ganze ganzzahlige Funetionen 
VON 2, Lay 2... ui und fi, fa, »-. f„ werden. Indem man dies nun der 
Reihe nach für k=n, »—1, n—2,... ausführt, kann man jede ganzzahlige 
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Funetion von z,, &, ... x, auf eine solche redueiren, welche in Beziehung 
auf jedes x, nur vom Grade »a—% ist, und deren Coefficienten ganze ganz- 
zahlige Funetionen der elementaren symmetrischen Funetionen f sind. Eine 
solche „redueirte Form“ einer ganzen Funetion von &,, ©, ... x, ist offen- 
bar völlig bestimmt und eben Anderes als die Darstellung durch das 
angegebene Fundamentalsystem der @aloisschen Gattung. Dabei ergiebt 
sich übrigens in einfachster, naturgemässer Weise die Darstellbarkeit jeder 
ganzen symmetrischen Function von &,, &:, ... x, als ganze ganzzahlige 
Function von f,, R, . :- I 

Denkt man sich die obigen Elemente eines Fundamentalsystems der 
Galoisschen Gattung nach ihrer Dimension geordnet, diejenigen von gleicher 
Dimension aber in je eine Gruppe vereinigt, und bezeichnet man dieselben 
der Reihe nach mit y', 7", y”,..., so kann man entsprechende ganze 
Funetionen einer gegebenen Gattung 9, g”, g”,... daraus bilden, indem 
man diejenigen aus einem Element 7 durch die r Permutationen der Gattung 
entstehenden Funetionen, welche unter einander verschieden sind, zu ein- 
ander addirt. Dann lässt sich offenbar jede ganze Function der Gattung 
go als lineare ganze Function von 9, 9", 9 ,... so darstellen. dass die 
Coetfieienten ganze ganzzahlige Funetionen von fi, $, -.. f. sind; die n! 
Klemente bilden also im vollen Sinne des Wortes ein Fundamentalsystem 
der Gattung g. Es soll aber nunmehr nachgewiesen werden, dass sich alle 
diese z! Elemente durch nur eo derselben linear darstellen lassen, wenn 
man als Coetficienten ganze Funetionen von fi. R, ... 7, mit bloss rationalen, 
d. h. auch mit gebrochenen Zahleoeffieienten zulässt, dass also für ein 
Fundamentalsystem in diesem nicht ganz vollen Sinne des Wortes eine die 
Ordnungszahl oe nicht übersteigende Anzahl von Elementen genügt (vgl. 
den Anfang des $ 7). 

Bei jeder Darstellung einer Funetion g durch die Functionen y 

Car ee Eee 
wobei pi, Pr Pr, ... ganze ganzzahlige Functionen von fi, h, -.. f. be- 
deuten, können nur Funetionen 7 von der durch g selbst repräsentirten oder 
von voranstehenden Gruppen vorkommen. Addirt man alle diejenigen Glei- 
chungen (/'), welche bei den r Permutationen der Gattung daraus entstehen, 
zu einander, so resultirt eine Gleichung 
(Dry emp tm" gg tm" pg +, 


ı 


in welcher m’, m”, m”',... ganze Zahlen und zwar Theiler von r bedeuten, 
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da &y, wenn in Beziehung auf alle r Permutationen summirt wird, die ent- 
sprechende Funetion g mehrmals ergiebt. Die Gleichung (@) zeigt, «dass 
alle diejenigen Funetionen 9°, bei deren Darstellung (7) dureh die Elemente 
y nur solehe von voranstehenden Gruppen vorkommen, sich zugleich auf 
lineare Funetionen von Gattungs-Elementen g (der voranstehenden Gruppen 
redueiren. Die Coetficienten dieser linearen Funetionen sind ganze Fune- 
tionen von f,, f, -.. f, mit rationalen Zahleoeffieienten. Alle auf die an- 
eerebene Weise redueirbaren Elemente g können also weggelassen werden, 
und es bleiben dann nur solehe Functionen g° übrig, welche bei der Dar- 
stellung (7) auch Elemente 7 von derselben Gruppe wie die dargestellte 
Funetion 9 und zwar diese mit ganzzahligen Coefficienten enthalten. Be- 
zeichnet man diese linearen Aggregate von Elementen 7 der höchsten Dimen- 
sion, welche nur ganzzahlige Coeffieienten haben, mit 79, so ist (9 — I 
eine Function, welche bei ihrer Darstellung durch die Elemente y nur solche 
von geringerer Dimension enthält. Nimmt man nun die einzelnen Funetionen 
9’, welche einer und derselben Gruppe angehören, in einer beliebigen 
lteihenfolge, so lässt sich, wenn eines der Aggregate /" durch Aggregate 
7», 709, ,... von voranstehenden Elementen g*, 9%”, ... linear dar- 
stellbar ist, das Element g“’ selbst als eine lineare Function voranstehender 


(k—1) 


Elemente q 9“, .„.. ausdrücken. Ist nämlich 


I man e,8* 1.01" -) 
so wird 


I) f " (k- 2) , 


eg +reg ER) 


— ce (g" )__ 7% I) — ec" (g“ EN u 


und ebenso, wie jedes einzelne Glied 9— 7‘, enthält der ganze zweite Theil 
auf der rechten Seite dieser Gleiehung bei der Darstellung durch die 
Elemente y nur solehe von geringerer Dimension als g®, und erfüllt daher, 
als Funetion der Gattung 9, diejenigen Bedingungen, für welche oben nach- 
gewiesen worden, dass sich eine solehe Funetion linear dureh Gattungs- 
elemente g von geringerer Dimension darstellen lässt. Nach Weglassung 
aller soleher Elemente g“, deren zugehörige Aggregate /"® durch Aggregate 
voranstehender linear ausdrückbar sind, bleiben nur Elemente 9.. 9. 5: --- 
übrig, welche in dem Sinne linear unabhängig von einander sind, «dass 
keine Relation 
va tmgptY Gt =V 
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besteht, in welcher w,, %r, %3,... ganze Functionen von fı, $, ».. f, sind. 
Denn schon zwischen den entsprechenden Aggregaten der höchsten Dimen- 
sion /\, 15, 13,... kann keine lineare Relation mit Coeffieienten w bestehen. 
Die Anzahl der übrig gebliebenen Functionen g muss demnach genau gleich 
o sein, da dies die Anzahl der von einander linear unabhängigen Funetionen 
der Gattung g ist. 

Wird die Diseriminante der durch x, bezeichneten Gattung, nämlich 
das Produet 

I (x, — x;) (,k=1,2,...n; i> k) 

mit D bezeichnet, so ist die Discriminante der Galoisschen Gattung D’". 
Nach $ 8 ist also auch die Diseriminante jeder anderen Gattung eine Potenz 
von D. Denn jede solehe Gattung ist unter der Galoisschen enthalten; ihre 
Diseriminante muss daher Theiler einer Potenz’ von D und also, da D im 
Rationalitäts-Bereich (fı, fa, -.. [,) irreduetibel ist, selbst eine Potenz von D sein. 

Bedeuten 9,, 9, 93, ... ganze ganzzahlige Funetionen von &,, 2, ... z,, 
welche der Gattung g angehören, und in dem oben angegebenen Sinne ein 
Fundamentalsystem dieser Gattung bilden, so kann nach $ 8 die Diserimi- 
nante der Gleichung, welcher 

ugs tn: ++: 

genügt, keinen anderen von den unbestimmten Grössen « unabhängigen 
Factor enthalten als einen solchen, der Theiler einer Potenz der Diseri- 
minante der Gattung g ist; es kann daher, wenn jene Diseriminante nach 
Produeten von Potenzen der unbestimmten Grössen «# entwickelt wird, der 
orösste gemeinsame Theiler sämmtlicher dabei auftretender Coeffieienten 
nur eine Potenz von D sein. Hieraus folgt, dass sich für irgend welche 


serebenen Werthe von fj, f,... f,„ — vorausgesetzt nur, dass der Werth von 
D dafür nicht verschwindet — stets unendlich viele specielle Funectionen 


jeder Gattung g bestimmen lassen, deren sämmtliche conjugirte unter ein- 
ander verschieden sind, und durch die sich daher jede andere Function der- 
selben Gattung rational ausdrücken lässt. 


$ 13. 
egründung der arithmetischen Existenz der algebraischen Grössen. 
Die am Schlusse des vorigen Paragraphen entwickelte Eigenschaft 
der Gattungen algebraischer Funetionen von f,,; R. ... f, bildet die wesent- 
lichste Grundlage bei einem dem Gaussschen Beweise von 1815 nachge- 
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bildeten Existenzbeweise für die Wurzeln algebraiseher Gleichungen. welchen 
ich schon in meiner an der hiesigen Universität «ehaltenen Wintervorlesung 
von 1870/71 vorgetragen und seitdem in meinen Vorlesungen über die 
Theorie der algebraischen Gleichungen stets fast in derselben Weise ge- 
geben habe. — Der Beweis stützt sich auf „uneigentliche“ Funetionsgat- 
tungen, welche entstehen, wenn man aus einer Gattung g(2,, %....,), falls 
h<4n ist, eine neue bildet, die durch 
(3—9 (2. Lay... )) (32—9(8, 1: ii )) 

repräsentirt wird. Nimmt man nämlich nach einander h=1,2,4,...2”, und 
bezeichnet die entsprechenden Gattungen mit 9,. Q1, O2... Q,. so enthält die 


Zahl, welche die Ordnung der Gattung g, angiebt, genau die (v — u)!® Potenz 
von 2, wenn die Zahl » keine höhere als die »vte Potenz von 2 enthält. 
Die Ordnung von 9, ist also ungrade. Es ist ferner g,_, Wurzel einer qua- 


u—l 

dratischen Gleichung, deren Coeffieienten der Gattung g, angehören, so dass 
gu-ı = Pl) + IW(g,) 

wird. Hierbei bedeuten p und w ganze Funetionen von gq,. deren Üoefti- 


cienten rationale Funetionen von f,, b, ... f, sind, und es kann darin nur 


u ® 


die Diseriminante der Gleichung, welcher die als Repräsentant der Gattung 
gewählte, bestimmte Funetion g, genügt, oder ein Theiler derselben als 
Nenner vorkommen. Die Kette jener Gleichungen für «= 1.2,...» giebt 
hiernach g, oder, was dafür genommen werden kann, x, als explieite, ledig- 


lich Quadratwurzeln enthaltende, ganze algebraische Funetion von g, und 


’ 


- 


h, Rs» -.- }., dividirt durch eine ganze Function von fi. h,... f,, welche 
nur ein T'heiler des Produets gewisser Diseriminanten sein kann. Wird dieses 
Produet mit p bezeichnet, so existirt daher eine lediglich durch Quadrat- 


wurzeln aus ganzen ganzzahligen Funetionen von y, fı. f:, .. . f, zu bildende 


genommen wird. 


algebraische Function 9(y), welche, wenn darin y= g, 
px, ergiebt. Die algebraische Function #(y) ist von der Ordnung 2”; es 


besteht daher eine Gleichung ®(z, y) = 0 des Grades 2”, welche durch den 
0(1 ame in 5 

Werth <= 2 befriedigt wird, und, wenn der Coeffieient der höchsten Po- 

tenz von x gleich Eins ist, in ihren übrigen Coeffieienten nur ganze Func- 

tionen von 9%, fı, fs -- f., dividirt durch Potenzen von p, enthält. Nun ist 

N@-2) = Ba, 9,) A-1130 


h 


und folglich 


32) = Plz, g,)O (e, 9,), 
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n 


wo auch O ganz ebenso wie ® eine ganze Function von x, Q, bedeutet, 
deren Coeffieienten rationale, nur Potenzen von p im Nenner enthaltende 
Funetionen der Grössen | sind. Wenn also &(y)= 0 die Gleichung ist, 
durch welche g, als algebraische Funetion der Grössen f definirt wird, so 
muss eine identische Gleichung 

Sa) = Br, y)Ole,y)+&ly)NRie, y) 
bestehen, in welcher auch R(z, y) eine Function von derselben Beschaffen- 


0(y) 


heit wie B und Q bedeutet. Setzt man hierin € = ‚so wirdB (a, y) = 0, 


und es resultirt die identische, d. h. für jeden beliebigen Werth von y gel- 


372) = EWR): 


welche zeigt, dass die Gleichung (x) = 0 durch die algebraische Grösse 
0(y) 
) 


tende Gleichung 


befriedigt wird, wenn y der Gleiehung G(y) = 0 genügt und p nicht 
verschwindet. Da nun am Ende des vorigen Paragraphen der diesen letzten 
Schluss einzig ermöglichende Nachweis geführt ist, dass für solche Werthe 
von Fi, hs... 7, für welehe die Diseriminante der Gleichung $(z) =0 von 
Null verschieden ist, stets die Funetionen g,, >, ».. 9. so gewählt werden 
können, dass jede der betreffenden Diseriminanten und also auch deren 
Produet p einen von Null verschiedenen Werth hat, so folgt, dass jeder 
Gleichung durch eine explieite algebraische, nur Quadratwurzeln enthaltende 
"unetion einer Grösse y genügt wird, welche selbst Wurzel einer Gleichung 
ungraden Grades ist. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass in dieser Entwiekelung, 
wie in der eitirten Gaussschen Abhandlung von 1815, eine viel speciellere 
Art der Existenz algebraischer Grössen dargelegt wird, als bei allen anderen 
Beweismethoden. Dieser Unterschied tritt besonders deutlich hervor, wenn 
man den oben für Gleichungen ungraden Grades vorausgesetzten Begriff 
der reellen Wurzeln algebraischer Gleichungen genauer analysirt, wie ich 
es in meinen Universitäts-Vorlesungen regelmässig gethan habe; und ich 
gedenke auch diese Analyse bei einer nächsten Gelegenheit durch den Druck 
zu veröftentlichen. Der hier entwickelte Beweis enthält recht eigentlich 
eine Begründung der arithmetischen Existenz der algebraischen Grössen und 
fügt sich desshalb in die systematische Darstellung, welche ich in der vor- 
liegenden Arbeit zu geben versucht habe, vollständig ein. 
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Zweiter Theil. 


$ 14. 


Die erössten eemeinschaftliehen Theiler von ganzen aleebraischen Grössen. 


- 


Mit dem Begriffe der ganzen algebraischen Grössen (vgl. $ 5) ist 


der Begriff der Theilbarkeit unmittelbar gegeben. Eine ganze algebraische 
Grösse z ist durch eine andere x’ theilbar, wenn der Quotient der Division 
von z durch x’ wiederum eine ganze algebraische Grösse ist. Hierbei ist 
der Divisor x’ als gegeben zu betrachten. Aber auch die andere Frage 
der Auffindung oder Aufstellung der Divisoren gegebener algebraischer 
(srössen lässt eine höchst einfache Behandlung zu. In der That hat man 
zu den algebraischen Grössen einer bestimmten Art oder Species 5 mur 
lineare Functionen derselben mit unbestimmten Coefficienten hinzu zu nehmen, 
um ohne alle Symbolik und ohne alle Mittel der Abstraction die grössten 
gemeinsamen Theiler je zweier algebraischer Grössen der gesammten Art 
S wirklich darzustellen. Bedeuten nämlich «, «"’,... unbestimmte Grössen 
und x, ©, ©”,... ganze algebraische Grössen einer bestimmten Art ©, so 
ist das über alle eonjugirten Werthe erstreekte Produet 

IKa+wWae+u'c"+-- 
welches auch nach der üblichen Ausdrucksweise als die „Norm“ von 
z+ux+u"x”"-+--- und demnach mit 

Nm(2+wx-+u'2"+:--) 
bezeichnet werden kann, eine ganze Funetion der Grössen a, deren Üoeffi- 
cienten ganze rationale Grössen des Bereichs sind. Wird nun zunächst 
wie unbeschadet der Allgemeinheit geschehen kann —- von dem Falle ab- 
strahirt, wo nicht sämmtliche Grössen N von einander unabhängig sind, 
rift 


des grössten gemeinsamen Theilers aller jener Coefficienten ohne Weiteres 


wird also ein natürlicher hationalitätsbereich angenommen, so ist der Beg 
begründet, da diese Coefficienten alsdann nur ganze Zahlen oder ganze ganz- 
zahlige Functionen unabhängiger Veränderlicher sind. Eben derselbe Thheiler 
kann auch als der grösste von den Unbestimmten «= unabhängige T'heiler 
der Norm von z-+wx'-+u"x"-+.-- eharakterisirt werden, und der nach Ab- 
sonderung dieses Theilers verbleibende Theil der Norm ist eine ganze 
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Funetion von «, «",..., deren Üoefficienten ganze rationale Grössen des 


N 
% 
# 
& 

ni; 
3 
Ei 


Bereichs sind, die nieht sämmtlieh einen und denselben gemeinsamen Theiler 
haben. Nennt man diese ganze Function, obwohl sie nicht homogen ist, 
doch in Gaussscher Weise eine in Linearfaetoren zerlegbare „primitive Form 
n’” Grades von u, u", ...“, deren „abgeleitete“ die Norm vone+wWx+u"x"+-- 
ist, und bezeichnet dieselbe mit 
Fmn(etWe+u'c"-+..), 
so besteht, der Definition gemäss, zwischen der „Norm“ und der „Form“ 
eine Relation 
P.Fm(z+We+u"z" +...) = Nm(etWe+u'c"+...), 
in welcher P eine ganze rationale Grösse des Bereichs ist. Dies voraus- 
geschickt, kann „der grösste gemeinschaftliche Theiler“ beliebig vieler ganzer 
algebraischer Grössen z, x, x”,... durch den Bruch 
ztuWc+u'd"—+ +: 
Fn(e + wa + ug" +...) 
vollkommen dargestellt werden, da jede lineare Funetion e+v'x’+v"z"+--- 
mit beliebigen Coefficienten e durch jenen Bruch theilbar ist, der Quotient 
der Division aber keinen solehen Bruch mehr als 'T'heiler enthalten kann. 
Um das Erstere einzusehen, braucht man nur die Gleichung zu bilden, 
welcher der Quotient 
Lf ! Pr 
en rom -Fm(e+ua+u"c" +.) 
senügt, d.h. also, wenn dieser Quotient mit O (x, x', x”, ...) bezeichnet wird, 
die Gleichung 
Nm (X—-0O(z,2,x",...)) = 0, 
in welcher X die Unbekannte bedeutet. Die Norm auf der linken Seite 
der Gleichung nimmt nämlich, wenn zur Abkürzung erst 
Fm(e+ We +u"c"+.-) = F 
und dann 
X-F=w wW“X—-vF=w, W"X-v"F=w',... 
gesetzt wird, die Gestalt an 
Fn(we+wz'+w"z"+--) 
Fn(e + Wa’ +u'z" +...) ' 
und es wird hiermit evident, dass dieser Ausdruck eine ganze ganzzahlige 
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Funetion der Grössen X, MW, M, RR”, .... W, a", ...v, ©”,... ist, welcher 
überdies als Coeffieienten der höchsten Potenz von X die Zahl Eins und also, 
gleich Null gesetzt, ganze algebraische Grössen zu Wurzeln hat. Dass nun 
zweitens der mit O(z,x,x",...) bezeichnete Quotient nicht noch durch 
einen Bruch 

tm tnr tn 

Fm(z +uWr,+u), x, +) 
theilbar sein kann, erhellt unmittelbar, wenn man nach erfolgter Division 
die Norm bildet. Diese Norm wird nämlich, wenn 

P..Fmna tu +u2 +.) = Nun tu tu 2 -+°) 

ist, gleich 
1 
P 


1 


Fm(e+vX'+0"2" ++). (Fm(ae+u'c+u"2”’ + ).Fm(o tat, +)", 


also nur dann ganz, wenn P,=1 ist. 

Dass die Divisoren der ganzen algebraischen Grössen in Bruchform 
dargestellt sind, kann keinen Anstoss erregen; denn die Uebertragung des 
ursprünglichsten Begriffes der Division mit ganzen Zahlen auf die mit 
gebrochenen gehört schon den Elementen an. Complexe gebrochene Zahlen 
habe ich als Moduln oder Divisoren zuerst in $ 6 meiner Doetordissertation 
„De unitatibus complexis“ (Berlin 1845) genau so angewendet, wie sie 
wenige Jahre darauf in der Kummerschen Definition der idealen Zahlen 
benutzt werden (vgl. die Anmerk. in $ 19), und sie haben namentlich auch 
in den Exponenten der Einheiten wesentliche Dienste geleistet. Aber erst 
viel später wurde ich beim Uebergang von den eomplexen Zahlen zu den 
zerlegbaren Formen (vgl. $ 19) darauf geführt, das Hülfsmittel der ge- 
brochenen Divisoren mit jenem „methodischen Hülfsmittel der unbestimmten 
Coeffieienten“ combipirt anzuwenden, um alle unnützen und theilweise auch 
verwirrenden Speeialitäten abzustreifen. Damit erschienen dann in der That 
die Divisoren der ganzen algebraischen Grössen in einfacher, übersichtlicher, 


naturgemässer Gestalt, in welcher für den speciellen Fall der gewöhnlichen 
Zahlen, d.h. für den Fall R=1, alle sowohl bei der Kummerschen Begrifts- 


bestimmung der idealen Zahlen als auch bei der Dedekindschen Definition 
der „Ideale“ benutzten abstracten Eigenschaften an einem eonereten algebrai- 
schen Gebilde vereinigt sind. Der Grund dieses Erfolges liegt einfach 
darin, dass mit jenen Divisoren das Gebiet der algebraischen Grössen, 
welche den Ausgangspunkt bilden, genügend erweitert wird, um den bei 
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ganzen Zahlen und bei ganzen rationalen Funetionen von Variabeln gelten- 
den einfachen Gesetzen der Theilbarkeit, welche beim Uebergang zu den 
vanzen algebraischen Grössen modifieirt werden, wiederum Raum zur vollen 
Wirksamkeit zu schaften. Es ist also ein von den bisher angewendeten 
Methoden prineipiell verschiedenes Verfahren, welches ich bei Einführung 
jener Divisoren eingeschlagen habe, es ist das „Prineip der Association 
neuer (Grössengebilde zu der gegebenen (Gattung und Species algebraischer 
Grössen“, welches hierbei die Grundlage bildet *). 


$ 15. 
Die algebraischen Divisoren. 

Eine ganze algebraische Grösse, deren Norm gleich Eins und dureh 
welche also jede ganze algebraische Grösse theilbar ist, soll eine „alge- 
braische Einheit“ genannt werden. Diese Einheiten sind durch keine anderen 
vanzen algebraischen Grössen theilbar. Ebendieselbe Eigenschaft besitzen 
auch die „primitiven Formen“, welche die Nenner jener „Divisoren ganzer 
alcebraischer Grössen“ bilden, und es könnten desshalb die Zähler allein schon 
als Repräsentanten der Divisoren gebraucht werden, wenn bei den Quotienten 
der Division von solehen Nennern, die durch keine ganze algebraische (Grösse 
theilbar sind, abgesehen wird. Diese Betrachtungsweise wird später (in $ 22) 
systematisch angewendet werden: hier im Anfang der Entwiekelung glaube 
ich «er obigen Darstellung der Divisoren den Vorzug geben zu sollen, weil 
sie Zeinerlei Abstraction erfordert. Nur eine der Sache entsprechende abge- 
kürzte Ausdrucks- und Bezeichnungsweise einzuführen erscheint wohl statt- 
haft. Um nämlich nicht jedes Mal für die Form eines linearen Ausdrucks 
e+w@a+u"x" ++. ein besonderes Zeichen zu benutzen, soll unter dem 
„Modul [e+wWa’+u" x" +...)* oder „dem Divisor [e-+W x’ +u".xc" ++. -]" der 
lineare Ausdruck selbst, dividirt durch die daraus entstehende primitive Form, 
verstanden und mit 


mod[e+Wa+u"2"+..) oder dvfe+We+ue+--) 


E 
bezeiehnet werden. Im Sinne des in dieser Arbeit vielfach benutzten ..metho- 
dischen Hülfsmittels der unbestimmten Coeffieienten“, welches zu der obigen 


2 


Bildungsweise der Divisoren geführt hat, sind die Ausdrücke 2e+wxr’+u" x 


y ERRapR 
) 


*) Vgl. die weiteren Ausführungen über die „Association* in $ 22. 
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dabei als lineare Funetionen der Grössen x mit unbestimmten Coeffieienten 
a bezeichnet worden; doch ist es von allgemeinerem Gesichtspunkte aus 
geeigneter, die Grössen x als die Coeffiecienten der Unbestimmten # und 
also jene algebraischen Ausdrücke als „lineare Formen“ mit ganzen alge- 
braischen Coeffieienten aufzufassen. Denn ausser den bereits eingeführten, 
aus linearen Formen hervorgegangenen algebraischen Divisoren können noch 
allgemeinere aus Formen beliebiger Grade gebildet werden, und es ist so- 
gar nothwendig, diese mit in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, weil bei 
der Division einer linearen Form durch einen der oben eingeführten Divi- 
soren der Quotient eine ganze Function der Unbestimmten von höherem 
(Grade, also eine „Form“ höheren Grades wird. 
Zum Zwecke der Definition der allgemeineren Divisoren muss nun- 
mehr die der Formen vorausgeschickt werden. 
I. Eine ganze rationale Function beliebig vieler unbestimmter Grössen 
W%, ©, %,... soll, wenn die Coeffieienten ganze Grössen des natür- 
lichen Rationalitäts- Bereichs (W, A, W”, ...), also Grössen des in 
s5 mit [WW WW”, ...] bezeichneten Bereichs sind, eine „ganze“ 
(rationale) Form des Bereichs |W, MW. ....] mit den Unbestimmten 
U, 0%, %W, ..., und, wenn die Coefficienten ganze algebraische Grössen 
eines Gattungs-Bereichs (G) und eines Art-Bereichs (S) sind und 


Nu 


wenigstens einer derselben der Art S selbst angehört, eine „ganze 

algebraische Form der Gattung & und der Art 5“ genannt werden. 

Die ganzen algebraischen Formen, im weiteren Sinne des Wortes, 

umfassen auch die ganzen rationalen Formen, ebenso wie die ganzen alge- 
braischen Grössen die ganzen rationalen mit umfassen. 

Il. Enthalten die Formen die Unbestimmten nur linear, so sollen sie 
als „ganze rationale“ oder „ganze algebraische Linearformen” be- 
zeichnet werden. 

Ill. Die ganzen rationalen Formen heissen „primitiv, wenn ihre Coetfi- 
cienten keinen gemeinsamen Theiler haben. Eine ganze alge- 
braische Form ist als primitiv zu bezeichnen. wenn ihre Norm 
primitiv ist. 

Eine weitere Unterscheidung der primitiven Formen in eigentlich und un- 
eigentlich primitive wird später in $ 22 gegeben werden. 


Die Uebertragung der üblichen Bezeichnung „Form“ auf nicht homo- 
gene ganze Functionen scheint mir keinem Bedenken zu unterliegen. Das 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 1. fi 
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Zutreffende an der Bezeichnung ist, dass sie, im Gegensatz zur Benennung 
„Function der Grössen u, v, w, ...", die Coefficienten als das Wesentliche, 
die Unbestimmten als das Unwesentliche kennzeichnet. Da hier, genau so 
wie im gewöhnlichen Sinne, das Wort „Form“ schon an sich einen Aus- 
druck bedeutet, welcher in Bezug auf die Unbestimmten der Form ganz 
und rational ist, so konnten in den aufgestellten Definitionen jene Bezeich- 
nungen „ganze rationale“, „ganze algebraische“ Formen, welche die Natur 
der Coefficienten charakterisiren sollen, unbedenklich als adjectivische den 
Formen selbst beigelegt werden. Auch die Begriffe des Conjugirt-Seins, der 
Norm u. s. w. sollen im Folgenden, ebenso wie der Begriff der Gattung 
und Art, von den Coefficienten auf die algebraischen Formen selbst über- 
tragen werden. 

IV. Wird eine ganze algebraische Form durch diejenige primitive Form 
dividirt, deren abgeleitete die Norm der algebraischen Form ist, 
so repräsentirt der Quotient einen allgemeinen „algebraischen Modul 
oder Divisor“, dessen „Elemente“ durch die Coeffieienten der alge- 
braischen Form gebildet werden. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass diese Definition auch 
für den besonderen Fall Geltung behält, wo die ganze algebraische Form 
sich auf eine ganze rationale redueirt, also die Anzahl der Conjugirten 
sleich Eins, und die Norm daher mit der ganzen rationalen Form selbst 
identisch wird. 

Nach den gegebenen Definitionen sind die ganzen algebraischen 
Grössen selbst ebenso in den ganzen algebraischen Formen wie in den 
algebraischen Divisoren mit inbegriffen, und eben, damit dies der Fall sei, 
hat die Beschränkung auf homogene Formen aufgegeben werden müssen. 
Das Verhältniss der ganzen algebraischen Grössen zu den Formen und 
Divisoren, unter denen sie mit inbegriffen sind, ist in folgender Weise ein- 
fach zu charakterisiren: 

V. In einer bestimmten Art oder Species bilden die ganzen algebıai- 
schen @rössen die „Hauptelasse“ der algebraischen Divisoren; sie 
gehören auch zur Hauptelasse der ganzen algebraischen Formen 
(vel. $ 22, VII, sowie die algebraischen Einheiten gewissermassen 
die Hauptelasse der primitiven algebraischen Formen ausmachen. 

Mit Hülfe der obigen Definitionen kann der Begriff der Thheilbarkeit 
der Formen und Divisoren genau und einfach präecisirt werden. 
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VI. Eine ganze algebraische Form ist durch einen algebraischen Di- 
visor theilbar, wenn der Quotient ebenfalls eine ganze algebraische 
Form ist. 

VI. Ein algebraischer Divisor soll als theilbar durch einen anderen Di- 
visor bezeichnet werden, wenn die Form, welche den Zähler des 
ersteren bildet, durch den letzteren theilbar ist. 

Der hier aufgestellte Begriff der 'Theilbarkeit ist in der gewöhnlichen 
Weise nach Gauss für den Congruenzbegriff zu benutzen, und es soll auch 
das Gausssche Congruenzzeiehen zuweilen gebraucht werden. 

Da die Brüche, welche in der obigen Definition (IV) als algebraische 
Divisoren definirt sind, nur in ihrer Eigenschaft als Divisoren Anwendung 
finden, so sind alle diejenigen, welche einander in dieser Eigenschaft voll- 
kommen ersetzen, als äquivalent zu betrachten; und, um dies ausdrücklich 
zu formuliren, sei hier der Satz angefügt: 

VIII. Zwei algebraische Divisoren sind „absolut äquivalent“, wenn jeder 
von beiden durch den anderen theilbar ist. 
Ein algebraischer Divisor ist dann und nur dann äquivalent 
Eins, also überhaupt kein Divisor in der eigentlichen Bedeutung 
des Wortes, wenn die ganze algebraische Form, aus welcher der- 
selbe gebildet worden, primitiv ist. 
Das Beiwort „absolut“ ist um desswillen hinzugefügt, weil später (8. 64 
auch ein Begriff „relative Aequivalenz‘“ eingeführt werden soll. 

An die entwickelten Begriffsbestimmungen ist nun zunächst ein Satz 
zu knüpfen, welcher den Einheitscharakter der primitiven Formen darlegt 
und somit ein Fundamentaltheorem für die algebraischen Formen und Divi- 
soren bildet. 

IX. Wenn das Produet von zwei ganzen algebraischen Formen, deren 
eine primitiv ist, für einen algebraischen Divisor congruent Null 
ist, so muss die andere Form selbst durch den Divisor theilbar sein. 

Der aufgestellte Satz fällt unter die bereits in $ 4 enthaltenen Ent- 
wiekelungen, wenn in demselben ganze rationale Formen und Grössen an 
die Stelle der algebraischen gesetzt werden; denn alsdann sind Formen und 
Grössen nichts Anderes als ganze ganzzahlige Functionen von Variabeln 
und somit in irreductible Faetoren zerlegbar. Auf diesen besonderen Fall 
kann aber der allgemeine Satz leicht zurückgeführt werden. Der Voraus- 
setzung nach soll nämlich, wenn der Divisor der Hauptelasse angehört, 


7% 
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eine Gleichung 

(A) F(uwv,w,..).@(u,v,w,..) = XA.H{u,v,w,...) 
bestehen, in welcher X eine ganze algebraische Grösse und F, @, H ganze 
algebraische Formen bedeuten, von denen die erste primitiv ist. Mit «, 
v, w,.... sind die Unbestimmten der Formen bezeichnet. Aus der Gleichung 
(A) geht unmittelbar die folgende hervor: 

m Sue Hure) m ml Her?) 
in welcher das Zeichen Nm, wie oben, das über alle conjugirten algebrai- 
schen Grössen und Formen erstreckte Produet andeutet. Wird dieser Glei- 
chung (B) die Gestalt gegeben 

NmF(u,v,w,...).Nm(3X—-@G(u,®v,w,...)) 

= NmX.Nm(zF(u, ev, w,...)—H(u,v, w,...)), 
so sieht man, dass sie genau die oben erwähnten Voraussetzungen des zu 
beweisenden Satzes für den Fall rationaler Formen und Grössen enthält; 
denn an die Stelle der in der Gleichung (4) vorkommenden Formen und 


rn 
(C) 


Grössen 
F, G, Ä, H 
sind in der Gleichung (C) die Ausdrücke 
NmFf, Nm(X—@G), NmX, Nm(zF—H) 

getreten, von denen der erste eine primitive ganze rationale Form mit den 
Unbestimmten , ®, ®,..., der zweite und vierte eine ganze rationale Form 
mit den Unbestimmten z, a, v, w,... und der dritte eine ganze rationale 
Grösse des Bereichs darstellt. Mit Hülfe der Entwickelungen in $ 4 ist 
daher aus der Gleichung (C) zu erschliessen, dass der zweite Faetor auf 
der linken Seite durch den ersten Factor auf der rechten theilbar, also die 


linke Seite der Gleichung (B) ganz sein muss. Die Gleichung für z: 


O 


Er ; Pen) | 
Nm(2—- x ")= 0 


ist somit eine solche, deren Coeffieienten sämmtlich algebraisch ganz sind, 
und es ist also 
G(u,v,W,...) 
X 
algchraisch ganz, oder, der Behauptung des Satzes gemäss, G@(a,®v, %,...) 


dureh X theilbar. — Wird nun endlich an Stelle der ganzen algebraischen 


LA 
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genommen, in welchem 


Grösse X ein Divisor, mod[pye + + y"x" +---), 
x, x, x", ... ganze algebraische Grössen und g, $, $", ... die ver- 
schiedenen Produete von Potenzen unbestimmter Grössen dv. w. ... bedeuten. 
so folgt aus der darnach modifieirten Gleiehung (A) die Relation 

A) FG$b= PH, 
in weleher 2 und P dureh die Gleichung 


„ ! 


(ge+yc+gp"a"+.)$P = P.Fmyaet+y a +g"a" +: 
erklärt und zur Vereinfachung die Unbestimmten der verschiedenen Formen 
weggelassen sind. Die Gleichung (A’) geht in (A) über, wenn @ an Stelle 
von GP und A an Stelle von P gesetzt wird. Aus der obigen Entwiekelung 
folgt daher, dass die Congruenz 
GP == mod. P) 
bestehen muss, dass also, da 
P= $.md[yer+y'a+yg"r"-+.-] 

ist. @ in der 'T'hat, wie im obigen Satze behauptet worden, durch den mit 


mod[ygz+g'x'+gy" x" ++] bezeichneten Divisor theilbar sein muss. 


$ 16. 
Die algebraischen Divisoren, welche aus Linearformen gebildet sind. 

Jeder der allgemeineren Divisoren ist, wie nachher gezeigt werden 
wird, einem aus Linearformen gebildeten Divisor absolut äquivalent. Es 
genügt desshalb, die Eigenschaften dieser besonderen Divisoren darzuleren, 
welche in $ 14 zuerst eingeführt worden sind, und es ist nothwendig, die 
Entwickelung damit zu beginnen, weil bei jenem Nachweise der Aequi- 
valenz mit den allgemeineren Divisoren davon Gebrauch zu machen ist. 

Die aus Linearformen entstandenen Divisoren haben. wie bereits in 
$ 14 gezeigt worden ist, die Haupteigenschaft, dass jede Linearform «durch 
einen Divisor theilbar ist, dessen Elemente die Coeffieienten der Lineartorm 
bilden. Dies ist nach den in $ 15 aufgestellten Definitionen in den Satz 
zu fassen: 

l. Divisoren, welche dieselben Elemente haben, sind einander absoln 
äquivalent. 
Hierbei sind, wie überhaupt zunächst, unter den Divisoren nur solehe zu vei 


stehen, die aus Linearformen hervorgehen. Mit der Begriffsbestimmung dieser 


besonderen Divisoren sind folgende Eigenschaften unmittelbar gegeben. 


es) 
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Il. 


11. 


Jede Grösse, welche durch den algebraischen Divisor theilbar ist, 
kann dessen Elementen hinzugefügt werden, und es kann jedes 
Element weggelassen werden, welches für den aus den übrigen 
Elementen gebildeten Divisor eongruent Null ist; d.h. bei den 
angegebenen Veränderungen wird der Divisor nur in einen absolut 
äquivalenten transformirt. 
Der grösste gemeinsame Theiler von zwei algebraischen Divisoren 
wird durch einen dritten dargestellt, der die Elemente beider als 
Elemente enthält, so dass 
modfe+u ae +u" "+ + y+oy+eo'y’ +] 

der grösste gemeinsame Theiler von 

mod[e+wWx+u”"x"+..]) und mod[y+e'y-+e"y’+--] 
ist, wenn die 'Theilbarkeit eines Divisors in dem oben ($ 15, VII) 
definirten Sinne, d. h. als wirkliche Theilbarkeit seines Zählers 
aufgefasst wird. 


Hieraus folgt jene Eigenschaft der algebraischen Divisoren, von welcher in 


$ 14, S.46 bei der Bildung derselben ausgegangen wurde, nämlich, dass 


jeder algebraische Divisor den grössten gemeinschaftlichen Theiler seiner 


Elemente darstellt. — Ist der grösste gemeinsame Theiler von zwei Divi- 


soren äquivalent Eins, so haben sie „keinen gemeinsamen Theiler“ in der 


eigentlichen Bedeutung des Wortes und können auch als „gegen einander 


relativ prim“ bezeichnet werden. 


IV. 


Das Product von zwei algebraischen Divisoren entsteht durch wirk- 
liche Multiplieation der Zähler, d. h. es ist 
mod[e+ wa +u"x" +. ].mod[y+eo'y+e"y" ++) 
co mod[ey+way+w"xXy++-], 
da in der T'hat erstens jedes einzelne Element des linearen Aus- 
drucks rechts 
zy+way+u'Xcy+-, 
also dieser Ausdruck selbst durch das Product links theilbar ist, 
und da zweitens jedes Glied des entwickelten Produets 
zt+uWa+u "+. )(ytoy+e"y' +) 
ein Element des Moduls rechts bildet und also durch „denselben 
theilbar ist. 
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V. Ist das Produet von zwei algebraischen Divisoren dureh einen 
dritten theilbar, und hat der erste Divisor mit dem dritten keinen 
gemeinsamen Theiler, so ist der zweite durch den dritten theilbar. 
Denn wenn die Elemente der drei Divisoren 

0,0, 0 IN ,, 


sind, so ist für mod[z-+w'2+w"z’+.-..] der Voraussetzung nach 


i 


tl ++) y4eYyHeo'y' 4), 
also auch 
(+ uc-+ uU x ++ +2 + w' zw" 4 +) (y +0 y'+ vn y'++-) (). 


und der aus dem ersteren dieser beiden Faetoren zu bildende 
Modul ist der Voraussetzung nach äquivalent Eins. 


s 17. 
Die allgemeinen algebraischen Divisoren: ihre Aequivalenz mit den besonderen. 
welche aus Linearformen gebildet sind. 
Abgesehen von der Definition der Hauptelasse ($ 15, V) ist bei den 
bisherigen Darlegungen über die „algebraischen Divisoren“ vom Begriffe 


gemacht worden. In der That bedarf 


der Art oder Gattung kein Gebrauch 
es einzig und allein der Feststellung des Begriffs der mit einander .con- 
jugirten* Ausdrücke c+wx’+u”x”++-, um die Norm und daraus den mit 
Fm(z+ux'+u"x"+:---) bezeichneten Nenner des Divisors bilden zu können. 
Der Begriff der speciellen Art und damit auch der Gattung tritt aber von selbst 
auf, wenn man eine Anzahl ganzer algebraischer Grössen zusammen be- 
trachtet, nämlich der Begriff derjenigen Art und Gattung niedrigster Ord- 
nung, unter welcher dieselben enthalten sind, und in diesem Sinne ist mit 
dem Begriffe des grössten gemeinsamen Theilers von ganzen algebraischen 
Grössen x, x’, x", ... auch der Begriff der Art gegeben, welche durch die Ele- 
mente x, x, ©, ... bestimmt ist, sowie der Gattung, welcher die Art angehört. 

Erst mit Festsetzung der Art oder eigentlich der Gattung, zu welcher 
die Art gehört, wird für einen algebraischen Divisor der Begriff der Irredue- 
tibilität bestimmbar, und dieser soll vorläufig in folgender Weise definirt 
werden, indem dabei — wie auch weiterhin — nur die Haupt- Arten, also 
diejenigen, welche alle ganzen Grössen einer Gattung umfassen, zu Grunde 


gelegt werden sollen. 
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I. Ein algebraischer Divisor ist „irreduetibel“ oder „prim“ (Primmodul, 
Primtheiler, Primdivisor), wenn er durch keinen anderen „eigent- 
lichen“ Divisor der festgesetzten Art oder Gattung theilbar ist, d. h. 
also, wenn er nur dureh solehe Divisoren der Art theilbar ist. 
die ihm selbst oder der Eins äquivalent sind. 

Ich hebe ausdrücklieh hervor, dass bei dieser Erklärung nur der 
Beeriff der Tiheilbarkeit der Divisoren (sach $ 15, VII), nieht der ihrer 
Zerlegbarkeit, d.h. ihrer Darstellbarkeit als Produet von anderen Divisoren 
zur Anwendung kommt. Doch genügt diese beschränkte Definition zur Her- 
leitung eines zweiten Fundamentalsatzes der Divisoren-Theorie, mit Hülfe 
dessen alsdann die Definition der Irreduetibilität vervollständigt werden soll. 

II. Algebraische Divisoren, welche dieselben Elemente haben, sind 
absolut äquivalent im Sinne der in $ 15. VIII gegebenen Definition. 

Um den Satz allgemein zu beweisen, genügt es offenbar, den Fall zu 
behandeln. wo einer der beiden Divisoren aus einer linearen Form hervor- 
eegangen Ist. Dass jeder andere algebraische Divisor durch einen solchen 
theilbar ist, folgt unmittelbar daraus, dass nach $ 14 und $ 16, I jedes ein- 
zelne Element eines Divisors, welcher aus einer Linearform gebildet ist, 
denselben als T'heiler enthält. Es ist also nur noc" andererseits der Nach- 
weis zu führen, dass 2+wWz’+a"x"+-- durch mod[pz+ px +y"x" ++] 
theilbar ist, wenn z, x, ©”, ...., wie oben, ganze algebraische Grössen und 
f, %, 9’, ... die verschiedenen Producte von Potenzen irgend welcher un- 
bestimmten Grössen ®, ©, ... bedeuten. 

(Gemäss der unter No. I gegebenen Definition der Irreduetibilität und 
auf Grund des in $ 16. V aufgestellten Satzes kann ein Produet ganzer 
algebraischer Grössen einer bestimmten Gattung © nur dann durch einen 
irreduetibeln aus einer Linearform gebildeten Divisor theilbar sein, wenn 
einer der Factoren des Produets durch denselben theilbar ist. Dieser Satz 
oilt ebenso für ganze algebraische Formen mit beliebig vielen Unbestimmten: 
denn wenn man denselben für den Fall von m—1 Unbestimmten als er- 
wiesen voraussetzt und beide Faetoren des Products nach steigenden Po- 
tenzen der mtr Unbestimmten # entwickelt denkt, so ist aus der Annahme. 
dass in dem einen Factor nur die ersten % Coefficienten, in dem anderen 
nur die ersten k Coetficienten durch einen irreduetibeln Divisor theilbar seien, 
unmittelbar zu erschliessen, dass in dem Produet der beiden Factoren der 


Coetfieient von a" den irreduectibeln Divisor nieht enthalten kann, da ja 


a 
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dieser Coeffieient — nur in Bezug auf die Theilbarkeit durch den Divisor be- 
trachtet — sich auf das Produet der beiden Coeffieienten von « in dem 


einen. und von « in dem anderen Factor, die beide als nieht theilbar an- 


- 


‚enommen worden, redueirt. — Bedeutet nun & irgend eine Gattung, unter 


S 


welcher alle conjugirten algebraischen Formen +’ z’+u” x" + +-- enthalten 
sind, und D einen im Sinne dieser Gattung irreduetibeln, aus einer Linear- 
form gebildeten algebraischen Divisor von Nm(gr+gy'x'+g"x"+---), d.h. 
also einen Divisor desjenigen Theilers dieser Norm, welcher von den in 
f, $, $",... enthaltenen Unbestimmten ®, w,... unabhängig ist, so muss 
nach jenem eben bewiesenen Satze einer der conjugirten des Ausdrucks 
ge+ye+gp"x"+.- durch D theilbar sein, und es muss daher dieser Aus- 
druck ge+gp x’ +gY"z" + selbst einen der conjugirten des Divisors D als 
Thheiler enthalten. Dividirt man demnach ye+y'z’+g"x"----- durch den 
bezüglichen Divisor, so erhält man als Quotienten wiederum eine sanze 
algebraische Form der Gattung ©, und diese Divisionen sind so lange fort- 
zusetzen, bis der Quotient eine primitive Form wird. Durch ein solches 


5 


Verfahren erhält man also den Ausdruck yae+y' x +g"x von welchem 
ausgegangen wurde, als ein Produet von irreduetibeln, aus Linearformen 
hervorgegangenen algebraischen Divisoren und einer primitiven Form der 
Gattung & dargestellt, und es wird daher, wenn man das Produet der irre- 
duetibeln Divisoren nach der Multiplieations-hegel ($ 16. IV) zu einem ein- 
zigen, aus einer Linearform gebildeten, algebraischen Divisor der Gattung &, 
modfur+ ug +u”r” ++], vereinigt: 


(A) gyatpa+tgp'z"+-- = mod[ur+uWr+u’” +]. Fu u. ...v,w,.. 
wo 7% eine primitive Form ist. Nur der zweite Factor rechts enthält die 
Unbestimmten ve, ®w,... und ist daher eine lineare homogene Funetion der 
verschiedenen Produete von Potenzen derselben, welche mit y, g', g",. 
bezeichnet sind. Die Gleienung (A) repräsentirt daher lauter Gleichungen 
A) 2” = mod[ur+uVr+u”d”+4..).5® (au u, ... EN 


in welchen 35° ganze algebraische Formen der Gattung & mit den Unbe- 
stimmten u, ı/,... sind, oder lauter Congruenzen 


! A 


0 (modfur+ We +u”r" +.) a=0: 


gi) 


Sind «, @",... neue Unbestimmte, so besteht also die Congruenz 


) 7 „ 


z+uc+u 2" +.=0 (mod [ur+ ud +u”r” ++ -]). 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 1. S 
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welche, verbunden mit der Gleichung (A) zeigt, dass 
a+Wc+u'X"+.)%(u,W,...0,8,...) 
durch gr+y'z’+g" x” ++, also auch durch den mit mod [yz-+y' ac’ +yp"x" ++] 
zu bezeichnenden allgemeineren algebraischen Divisor theilbar ist, und da 
‘5 eine primitive Form ist, so folgt aus jenem in $ 15, IX aufgestellten 
ersten Fundamentaltheorem, dass in der That die Congruenz 
z+uWe+uz" +. =0 (mod[pe+pe+gp"X"+--.)) 
und also die Aequivalenz 
mod[e+w'2+u" 2" +...) co mod[ye+yp' ce +gy"X" +.) 
besteht, welche den Inhalt des zu beweisenden zweiten Fundamentaltheo- 
rems bildet. 

Da jeder algebraische Divisor, wie eben nachgewiesen worden, einem 
solehen äquivalent ist, der aus einer Linearform entsteht, so braucht man 
keine anderen als (diese besonderen Divisoren anzuwenden. Der zweite 
Fundamentalsatz zeigt, dass, wenn man sich auf das Gebiet dieser besonderen 
Divisoren beschränken will, man auch bei der Division innerhalb desselben 
bleiben kann. Denn wenn ein Divisor mod[z+w'3’-+w"z”-+:..] durch einen 
anderen, mod[y+e'y'’+e"y"++--], theilbar sein soll, so muss nach der Defi- 
nition ($ 15, VI) der Quotient, abgesehen vom Nenner des ersten Moduls, 
eine ganze algebraische Form sein, und der aus einer solchen gebildete 
Divisor ist eben stets emem Linearform-Divisor äquivalent. Um aber diesen 
entscheidenden Punkt noch genauer darzulegen, sei 

Nm(y+ey+e’y’+) = Q.Fm(y+oy+e’y' +). 
Wenn nun der Modul mit den Elementen » durch den Modul mit den 
Elementen y theilbar sein soll, so muss nach der Definition ($ 15, V und VD) 
der Ausdruck 
\ stozs’+w'z"+ + 
or) ytoyoty" + 
oder der damit übereinstimmende Ausdruck 
a. | Nm(y+ey'+v'y"—+ +) 
sg 7 u ee 
eine ganze algebraische Form sein. In dieser letzteren Gestalt (b’) ist es 
evident, dass der Ausdruck ganz in Bezug auf die Unbestimmten e, w ist. 


:F'm yto'y'+o'y"+-) 


‘ 


s+wWz2+w"z' +.) 


Denkt man sich denselben nach den verschiedenen Produeten von Potenzen 
der Unbestimmten ®, :« entwickelt und bezeichnet alle diese verschiedenen 











I 
ir 


a tb Be Nr 
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. 


Produete der Einfachheit halber mit %, ', 4 
die Gestalt an 


„ 


so nimmt der Ausdruck 


ge+gpa+y"z"+:-., 


und die Coefficienten der von einander linear unabhängigen Funetionen y, 
p, 9", ..., welche mit x, x‘, x”, ... bezeichnet sind, müssen nach der 
Voraussetzung ganze algebraische Grössen sein, Die Congruenz 


; - N „ „ 


(C) + 2 + w' 2 “ a U (mod[y+e'y A Ku 


welche die Voraussetzung der Theilbarkeit des einen Divisors durch den 
anderen enthält, hat also eine Gleichung 


(2 f 


' „ 
0 2 


0) (get+gpa+gp"a"+.).mody+tey+e"y" +.) = z+w'sz 


zur Folge, und aus dieser Gleichung soll nun die Aequivalenz (D 


! ! r 5, '#} 


mod[e+ « #’+u"2"+-]).mod[y+ ec y'’+e"y" +] Somod[z + w'z’-+w"z 


abgeleitet werden. Dass der Divisor auf der rechten Seite durch das Produet 
der beiden Divisoren links theilbar ist, folgt aus der ersten Grundeigenschaft 
der Divisoren. Denn da jedes Element x durch mod [@+w'x’+u" x" +.-] theilbar 
ist (vgl. $ 16, I), so muss das Product auf der linken Seite der Gleiehung (€ 
und also auch 34 wo 2’+w"z"’+:-- durch das Produet auf der linken Seite der 
Aequivalenz (D) theilbar sein. Damit aber auch andererseits das Produet 
der beiden Divisoren auf der linken Seite der Aequivalenz (D) durch den 
Divisor auf der rechten theilbar sei, ıst nothwendig und hinreichend, dass 


„ 


c+WxX+u'"+..)(y+to'y'+o"y"+--).Fm(z+w3'+0"3"+... 


„ 


durch s+ws+w"z’+---, oder also, mit Rücksicht auf die Gleichung 
(C), durch 
/ Ki 4 # _#- \ r A ar "nn, 
(gatpza+g' x" +..).mody+eoy+te'y'+-- 
theilbar sei. Es ist also nachzuweisen. dass der Ausdruck 


ce u x + u" en R Ka. | j | win 
—  — —Fm(y+ey+e'y"+.).Fm(z+w3+0"z3"- 
getgy x + g"z"—++-- . h h 


ganz, d. h. eine ganze algebraische Form ist. Bezeichnet man diesen Aus- 
druck mit & und setzt 


Nm(z . nz + tz 4 , ..) 
) 


u u ueä a 2 \ 
Fm(s+ws'+w"z2"-+.--) 


R, 
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so wird mit Hülfe der Gleichung (0) 

| PR=4G, 
wo G die ganze algebraische Form 
, Nm(z-+-wz:’+w"z"-++--) 
77 to ut Lie 
bedeutet. Da nun nach dem obigen zweiten Fundamentalsatz die Congruenz 

z+uc+uW"2"+4.. =0 (mod[pe+p ce +gp"c"+.--]) 

besteht, also D,Fm(ye+gy' x +g"x"+...) oder 


eo a VE ‚WE Se SE An DE 
zatuce+uxr + .)ytoytovy-+-- 


Gm Y Ze m ee \ 
R MYITYPyETP ET") 


eine ganze algebraische Form ist, so folgt aus dem ersten Fundamentalsatz 
($ 15. IX), dass @ selbst durch R theilbar sein muss, und dass daher 2 in 
der T'hat eine ganze algebraische Form ist. Hiermit ist also der Nachweis 
eeführt, dass aus der Congruenz (C) die Aequivalenz (D) hervorgeht, dass 
also, wenn ein algebraischer Divisor durch einen anderen theilbar ist, auch 
der Quotient wieder als ein eben solcher, aus einer Linearform gebildeter 
Divisor dargestellt werden kann. 

Nunmehr kann auch an Stelle der obigen Irreduetibilitäts-Definition 
(1) die folgende gesetzt werden: 

I’. Ein algebraischer Divisor ist irreduetibel oder prim, wenn er nicht 
einem Produet algebraischer Divisoren der festgesetzten Gattung 
äquivalent ist. 

Ferner kann als ein Corollar des obigen zweiten Fundamentaltheorems der 
Satz aufgestellt werden: 
II’. Jedes Element eines beliebigen allgemeinen algebraischen Divisors 
ist durch denselben theilbar, 
durch welchen jene erste Grundeigenschaft der in $ 14 eingeführten beson- 
deren Divisoren auf die allgemeineren ausgedehnt wird. 


. 


$ 18. 


Die Zerleerune der alrebraischen Divisoren in irreduectible Faectoren. 


Zur vollen Begründung der in No. I des vorigen Paragraphen ge- 
„ebenen Irreduetibilitäts-Erklärung fehlt noch der Nachweis, dass es stets 
möglich ist, bei einem gegebenen algebraischen Divisor zu ermitteln, ob 


derselbe die Bedingungen der Irreduetibilität erfüllt oder nicht. Es wird 


nun zwar später in $25 noch gezeigt werden, wie die irreduetibeln Divisoren 


; 


EEE 
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einer gegebenen algebraischen Grösse mit Hülfe weiterer Entwiekelungen 
der Theorie direet aufzustellen sind, aber es erscheint doch angemessen, 
darzulegen, wie diese nothwendige Ergänzung der im vorigen Paragraphen 
enthaltenen Grundlagen der Theorie auch gleich Anfangs, wenn aueh in 
einer weniger einfachen und eleganten Weise, erfolgen kann. Die Auf- 
stellung der irreductibeln Divisoren braucht nur für die Haupt-Art, d. h. also 
für die Gattung zu erfolgen. 

Um alle irreductibeln Divisoren einer gegebenen algebraischen Grösse 
aufzufinden, braucht man offenbar nur diejenigen zu suchen, die in ihrer 
Norm enthalten sind. Es genügt daher zu zeigen, wie die sämmtlichen 
irreduetibeln Divisoren einer irreductibeln, ganzen rationalen Grösse des 
jereichs (WR, NR”,...) zu bestimmen sind*. Für den Fall R=1 ist dies 
eine Primzahl p, und man hat alsdann zuvörderst alle ganzen algebraischen 
Zahlen der Gattung aufzustellen, bei denen die Coeffieienten der Elemente 
des Fundamentalsystems nieht negativ und kleiner als p sind. Hierauf denke 
man sich, wenn x alle jene algebraischen Zahlen repräsentirt, die sämmt- 
lichen Divisoren div[r-+ ap], und von denjenigen, die nicht äquivalent Eins 
sind, alle grössten gemeinsamen Theiler gebildet. Die Reihe dieser Divi- 
soren enthält dann alle, durch welche p theilbar ist, und wenn man aus 


derselben diejenigen weglässt, welche äquivalent Eins sind, sowie die- 


jenigen, welche andere Divisoren der Reihe als T'heiler enthalten, so bleiben 


alle verschiedenen algebraischen Primdivisoren von p übrig. Denn sie ge- 
nügen den hierfür aufgestellten Kriterien, nämlich dureh keinen anderen 
Divisor — der ja ebenfalls ein Divisor von p sein müsste theilbar und 
nicht äquivalent Eins zu sein. — Für den Fall von Variabeln N ertolgt. 
im Anschluss an das so eben für R= 1 auseinandergesetzte Verfahren, die 
Bestimmung der irreduetibeln Divisoren einer beliebigen irreduetibeln, ganzen 
rationalen Grösse des Bereichs ganz analog. wie in $6 die Bestimmung 
der Elemente eines Fundamentalsystems gegeben worden ist. 

Dividirt man einen aus einer Linearform gebildeten algebraischen 
Divisor der Gattung © durch einen der in ihm enthaltenen algebraischen 


Divisoren, so ist der Quotient gemäss den am Ende des vorigen Paragraphen 


*) Es ist kaum nöthig zu bemerken, dass der Ausdruck .„Irreduetibilität* sich bei 
„irreductibeln, ganzen, rationalen Grössen des Bereichs (W,R”,R'", ...), wie schon in 
S 1 hervorgehoben worden, auf diesen Bereich selbst bezieht, dass also solche Grössen 
keine ganzen rationalen, wohl aber algebraische Divisoren haben können. 
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gegebenen Entwickelungen wieder ein solcher algebraischer Divisor: man 
gelangt daher durch fortgesetzte Division zur vollständigen Zerlegung eines 
algebraischen Divisors der Gattung © ın seine irreductibeln Divisoren, und 
diese ist auf Grund des Satzes $ 16, \V eine völlig bestimmte. Es ist also 
im Besonderen auch jede irreduetible ganze rationale Grösse des Bereichs 
als ein Produet irreduetibler algebraischer Divisoren der Gattung & dar- 
stellbar, und zwar kommt darin dann und nur dann wenigstens einer der 
Primdivisoren mehrfach vor, wenn jene ganze rationale Grösse ein Theiler 
der Diseriminante der Gattung ist (vgl. $ 25). Die verschiedenen irreduc- 
tibeln algebraischen Divisoren einer und derselben irreduetibeln ganzen ratio- 
nalen Grösse des Bereichs sollen „verbundene algebraische Divisoren“ oder 
„Factoren“ (divisores eonjuneti)”) genannt werden, während nach der bereits 
oben (5.50) getroffenen Festsetzung zwei algebraische Divisoren „conjugirte“ 
divisores eonjugati) heissen, wenn die Elemente des einen die (im gewöhn- 
lichen Sinne) eonjugirten des anderen sind. Das Produet der verschiedenen. 
verbundenen Divisoren eines irreduetibeln. ganzen rationalen Factors P der 
Diseriminante der Gattung hat — da ein solcher Factor P, wie eben erwähnt. 
mindestens einen der verbundenen Divisoren mehrfach enthält — die Eigen- 
schaft, dass es, zu einer gewissen Potenz erhoben, durch jene ganze ratio- 
nale Grösse des Bereichs, welche mit P bezeichnet ist, theilbar wird. — 
Die Norm eines irreduetibeln algebraischen Divisors ist der Potenz einer 
irreduetibeln ganzen (rationalen) Grösse des Bereichs (WR, R”,...) äqui- 
valent; der Exponent dieser Potenz soll die „Ordnung“ des irreduetibeln 
Divisors bezeichnen. Für eine Gattung »!“ Ordnung ist daher die Summe 
der Ordnungen sämmtlicher verbundener irreduetibler Divisoren einer irre- 
ductibeln ganzen rationalen Grösse gleich », wenn diese nicht Theiler der 
Diseriminante ist und also keinen der verbundenen algebraischen Divisoren 
mehrfach enthält. 


*) Da der Ausdruck „conjugirt” bereits seine bestimmte Bedeutung hat, musste 
für den neu auftretenden Begriff eine davon verschiedene Bezeichnung gewählt werden, 
und ich habe dafür in dem nächstverwandten und auch von Gauss bei den Grössen 
a-+ bi angewendeten Ausdruck „numeri conjuneti* eine geeignete Bezeichnung zu finden 
reglaubt. Dass bei diesen Grössen, wie auch bei den aus Wurzeln der Einheit ge- 
bildeten Zahlen, im Lateinischen der Ausdruck „numeri eonjuneti*, im Deutschen und 
Französischen das Wort „eonjugirt* gebraucht wird, konnte keinen Gegengrund für 


jene Einführung bilden, weil in diesen Fällen — wie überhaupt in allen Fällen, wo 
die Gattung keine conjugirten hat und also eine Galoissche Gattung ist, — die beiden 


unterschiedenen Begriffe selbst sich decken. 
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Im Falle R = 1 lässt sich für jeden algebraischen Divisor der 
Gattung © und der Art © ein System solcher Zahlen aufstellen, die ein 
vollständiges Restsystem bilden. Die Anzahl der verschiedenen Zahlen 
dieses Systems ist der Norm des Divisors gleich oder äquivalent. Dies 


ojebt, d.h. wenn © eine 


folgt, wenn es keine zu & conjugirten Gattungen 
Galoissche Gattung ist, unmittelbar daraus. dass erstens die Anzahl der 
Elemente eines hestsystems für ein Produet von Divisoren stets gleich dem 
Produete der Zahlen ist, welche «die Anzahl der Elemente für die einzelnen 
Divisoren bezeichnen, dass zweitens die Anzahl der Elemente für eonjugirte 
Divisoren dieselbe ist, und dass drittens die Anzahl der Elemente eines Rest- 
systems für einen Divisor m, wenn m eine gewöhnliche Zahl bedeutet, offen- 
bar gleich m” ist, da das Restsystem alsdann aus allen denjenigen Zahlen 
besteht, welche man erhält, wenn man den » Üoeffieienten der Elemente 
eines Fundamentalsystems alle modulo m ineongruenten Werthe beilegt. 
Der allgemeine Satz über die Anzahl der Elemente eines Restsystems für 
eine beliebige Gattung lässt sich aus dem für eine Galoissche Gattung her- 
leiten; er kann aber auch direet auf die besondere Art und Weise gegründet 
werden, wie sieh für die Primdivisoren die Restsysteme aufstellen lassen. 
Mittels eben jenes Verfahrens, welches zur Aufstellung eines Fundamental- 
systems einer Art und Gattung führt, lässt sich nämlich das Restsystem für 
einen Primdivisor At Ordnung, dessen Norm p’ ist, so aufstellen, dass alle 
Zahlen nur lineare Funetionen von h Elementen des Fundamentalsystems 
sind, und hieraus folgt dann, dass die Anzahl dieser in Bezug auf den Prim- 
divisor ineongruenten Zahlen genau p” ist. 


$ 19. 


Die ganzen algebraischen Zahlen und ihre Divisoren. Das Aummersche Prineip der Aequivalenz. 


Die in $ 14 eingeführten, aus Linearformen gebildeten algebraischen 
Divisoren, deren Eigenschaften in den darauf folgenden Paragraphen ent- 
wickelt worden sind, genügen für den einfachsten Fall # = 1 vollkommen, 
um die Theorie der aus dem Rationalitäts-Bereich hervorgehenden algebrai- 
schen Grössen, d. h. also die Theorie der algebraischen Zahlen zu erledigen. 
Man braucht nur noch jene Aequivalenz-Bestimmung, welche Herr Kummer 


für seine idealen Divisoren aufgestellt hat, auf diese wirklichen algebraischen 
Divisoren zu übertragen, um auch die Theorie der einzelnen besonderen 
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„Arten“ (Species) von algebraischen Zahlen zu vervollständigen. Da jedoch 
für die algebraischen Divisoren schon oben ($ 15, VIII) eine Aequivalenz- 


gegeben worden ist, so erscheint es nothwendig bei der An- 


Bestimmung 
wendung des 
„Kummerschen Princips der Aequivalenz“ 
die neue „weitere Aequivalenz“, welche durch die besondere „Art“ der be- 
handelten algebraischen Zahlen bedingt wird, mittels der Zusatzbestimmung 

„relativ“ von jener engeren „absoluten" Aequivalenz zu unterscheiden. 
Wenn zwei Divisoren p und w die Eigenschaft haben, dass beide, 
mit einem und demselben Divisor 7 multiplieirt, einem Divisor der Haupt- 
classe absolut äquivalent sind, so begründet dies eine speeiell auf die „Art“ 
bezügliche „relative Aequivalenz“ der Divisoren g und w. An die Stelle 
der angegebenen Bedingung für die relative Aequivalenz kann auch die 
gesetzt werden, dass zwei Divisoren der Hauptelasse, also zwei algebraische 
Grössen n, 6 existiren, welche zur festgesetzten Art gehören und für welche 
die Divisorenproduete dp und ny absolut äquivalent sind, so dass sich der 


. . Be . u. ( . 
(Juotient relativ äquivalenter Divisoren ” durch den Quotienten ganzer al- 


gebraischer Grössen ; ‚ multiplieirt mit einem Quotienten primitiver Formen, 
darstellen lässt. Relativ äquivalente Divisoren sind also solche, die sich 
im Sinne der absoluten Aequivalenz nur durch Faetoren von einander unter- 
scheiden, welche ganze algebraische Grössen der festgesetzten Art sind, und 
es sind also absolut äquivalente Divisoren a fortiori relativ äquivalent. 
Die Gesammtheit der einander relativ äquivalenten Divisoren ganzer 
algebraischer Grössen einer Art constituirt eine „Classe“. Für den hier 
behandelten Fall der algebraischen Zahlen (R=1) folgt nun unmittelbar 
nach der in $ 6 meiner Doetordissertation angewendeten Methode (vgl. das 
Citat in $ 14), dass die Anzahl der Classen endlieh ist. Diese Methode 
beruht einzige und allein auf der Kenntniss der Anzahl der Elemente eines 
vollständigen Restsystems für einen complexen Modul, ob dieser nun — 
wie eben in meiner Dissertation — eine wirkliche gebrochene complexe 
Zahl, ob er ein Modulsymbol und zwar nach der Kummerschen "Theorie 
eine „ideale Zahl“ oder nach der Dedekindschen ein „Ideal“ sei. Die allge- 
meine Anwendbarkeit jener Methode ist an sich einleuchtend; sie bildete den 
Ausgangspunkt meiner Untersuchungen über die allgemeineren complexen 
Zahlen, und ich hatte Dirichlet schon vor meiner Dissertation eine Arbeit 
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übergeben, in welcher nach jener Methode die Endliehkeit der Anzahl der 
Multiplieatoren für die Darstellung von Zahlen als Normen ganzer com- 
plexer Zahlen bewiesen war, allerdings nur für solehe eomplexe Zahlen, 
die als ganze ganzzahlige Funetionen einer ganzen algebraischen Zahl de- 
finirt sind. 

Bedeutet N die der Norm irgend eines Divisors p (absolut) äquivalente 
ganze Zahl, bestimmt man ferner eine ganze Zahl % gemäss der Bedingung 
"<N<(k+1)*, 
wo n, wie immer, die Ordnung der Gattung ist, und denkt man sich alle 
ganzen algebraischen Zahlen der Haupt-Art oder der Gattung gebildet, in 
denen die Coeffieienten der » Elemente eines Fundamentalsvstems nur die 
Werthe 0, 1, 2,... k haben, so missen mindestens zwei darunter sein, welche 
für den Modul p einander eongruent sind, da das g 
N, also weniger als (%+1)" Zahlen enthält. Es giebt daher ganze alge- 
braische, durch den Divisor p theilbare Zahlen der Haupt-Art, deren Üoef- 
ficienten sämmtlich ihrem absoluten Werthe nach kleiner als % sind. Die 
Norm einer solchen Zahl ist kleiner als M.N, wenn M so beschaffen ist, dass 
die Normen aller algebraischen Zahlen, bei denen die Coeffieienten der Ele- 
mente echte Brüche sind, die Zahl M nicht übersteigen. Hieraus folgt, dass 


sesammte hestsystem nur 


die Anzahl der Divisoren-Classen endlich ist, und daraus wiederum, dass jeder 
Divisor zu einer gewissen Potenz erhoben, deren Exponent ein Theiler der 
Classenanzahl ist, ein Divisor der Hauptelasse wird. Diese Divisoren sind 
ganzen algebraischen Zahlen der Gattung © absolut äquivalent; man kann 
also jeden Divisor durch eine Wurzel aus einer ganzen algebraischen Zahl der 
Gattung © darstellen, und es genügt schon eine endliche Anzahl von solchen 
ganzen algebraischen Zahlen höherer Gattung, um jeden algebraischen 
Divisor der Gattung © durch ein Produet einer dieser Zahlen und einer 
gebrochenen algebraischen Zahl der Gattung © auszudrücken. Sollen aber 
nur ganze algebraische Zahlen zur Darstellung der algebraischen Divi- 
soren einer Gattung & verwendet werden, so kann dies freilich auf un- 
endlich vielfache Weise geschehen, doch lässt die bezügliche Frage eine 
nähere Präeisirung zu. Zuvörderst sei bemerkt, dass das Hinzunehmen 
ganzer algebraischer Zahlen anderer Gattungen zum Zwecke der Dar- 
stellung der Divisoren von & nur in einer besonderen Weise, nämlich 


multiplicatorisch, zu erfolgen hat. Dieses Hinzunehmen ist also eine gewisse 


beschränkte Weise des „Adjungirens“ und möge demgemäss, im Anschluss 
Journal für Mathematik Bd. XCIl. Heft 1. 9 








66  Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 


an Eisenstein”), als ein „Assoeüren“ bezeichnet werden. Da alle nur durch 
Einheiten von einander verschiedenen ganzen algebraischen Zahlen, als Divi- 
soren, einander „absolut äquivalent“ sind, so kann jede assocürte Zahl durch 
eine ihr absolut äquivalente ersetzt werden. Ferner sind bei Uebertragung 
der oben eingeführten Begriffsbestimmung zwei assoclirte Zahlen als relativ 
äquivalent zu bezeichnen, sobald sie sich nur durch Faetoren von einander 
unterscheiden, welehe Zahlen der Gattung © sind. Wenn sich nun zunächst 
als zu assoejirende Zahlen gewisse Wurzeln aus ganzen algebraischen Zahlen 


der Gattung & darbieten, so ist doch dabei zu beachten, dass diese — wenn 
alle Divisoren damit dargestellt werden sollen — nicht in einer Gattung zu- 


sammengefasst werden können. Es tritt daher die Frage auf, ob es dennoch 
ine bestimmte Gattung 7’ giebt, welche zur Darstellung aller Divisoren ge- 
nügt. Ist dies der Fall, so müssen sich alle jene Wurzeln aus unendlich vielen 
ganzen algebraischen Zahlen der Gattung & durch Zahlen der Gattung 7), 
multiplieirt mit Einheiten, darstellen lassen; diese Gattung /' muss also, in 
naturgemässer Weise der Gattung © assocüirt, den vollständigsten Aufschluss 
über alle Theilbarkeits-Fragen derselben geben. Aber nicht um das für 
die Behandlung der eomplexen Zahlen geeignetste Mittel zu erlangen”) — 
denn ich habe die in $ 14 eingeführte Darstellung der Divisoren, welche 
einer anderen Art von Association ihre Entstehung verdankt, von Anfang 
an als ein durchaus naturgemässes, äusserst werthvolles Mittel angesehen 

sondern weil es mir von vorn herein als ein erstrebenswerthes höchstes 
Ziel der Theorie der algebraischen Zahlen erschien, habe ich mich bemüht, 
die Frage der zu assocürenden Gattungen zu ergründen. Auf die Wichtig- 
keit dieser Frage bin ich schon bei meiner ersten Beschäftigung mit den 
singulären Moduln der elliptischen Funetionen aufmerksam geworden, und 
dieselbe fand sich alsdann bei der Erledigung der analogen Frage für alge- 
braische Funetionen einer Variabeln dureh die Weierstrasssche transcendente 
Darstellung der Primfunetionen bestätigt. Die Auffindung aller derjenigen 
Resultate in der T'heorie der allgemeinen complexen Zahlen, welche in der 
T’'heorie der aus quadratischen Gleichungen entstehenden Zahlen oder also 

*) Vergl. Crelles Journal Bd. 28 S. 318. Der Association der Formen, im Sinne 
Eisensteins, entspricht, nach der hier eingeführten Terminologie, in der Theorie einer 
bestimmten Species algebraischer Zahlen genau die Association algebraischer Divisoren. 

==) Vergl. Herrn Dedekinds Aufsatz „Sur la theorie des nombres entiers alge- 


briques“ im Bulletin des Sciences math@matiques et astronomiques, 2"° serie, t. 1, 1 
p. SB. 8.50 der Separatausgabe. 
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in der Theorie der binären quadratischen Formen ihr vollkommenes Analogon 


haben, bot — sobald einmal die unzerlegbaren Divisoren in genügender 
Weise beerifflich fixirt und definirt waren — keinerlei Schwierigkeiten dar, 
Oo o 


da die von Gauss aufgestellten Prineipien mit Benutzung der Dirichletschen 
Methoden dazu vollständig ausreichten, und ich habe schon im Jahre 1858 
in einer Arbeit über die allgemeinen eomplexen Zahlen eben jene Resultate 
entwickelt*). Nur für die Frage der Association der Gattungen gab es in 
früheren Untersuchungen nichts Analoges; es war ein ganz neues, über- 
raschendes und interessantes Phänomen, als mir bei der Beschäftigung mit 
der complexen Multiplieation der elliptischen Funetionen (im Winter 1856) 
Gattungen algebraischer Zahlen vor die Augen traten, welche in der ange- 
sebenen Weise mit den Gattungen von Quadratwurzeln negativer ganzer 
Zahlen assoeiirt sind. Eine solehe der Gattung Y—n assoeiirte Gattung 
I liefert, wie ich schon in einer im Monatsberieht vom October 1857 ab- 
gedruckten Mittheilung hervorgehoben habe, die sämmtlichen, nach der 
Kummerschen Bezeichnung, idealen Divisoren der Gattung Y—n; ihre Ord- 
nung ist gleich der Classenanzahl für die Gattung Y—n, und es haben iber- 
haupt alle tieferen, auf die Composition und Classeneintheilung bezüglichen 
Eigenschaften der Gattung Y—» in den elementaren Eigenschaften der asso- 
eüirten Gattung 7‘, so zu sagen, ihr Abbild. Durch dieses Beispiel belehrt, 
glaubte ich meine Arbeiten über die complexen Zahlen nicht eher veröffent- 
lichen zu sollen, als bis ich denselben durch Erledigung jener Frage den 
eigentlichen Abschluss zu geben vermöchte, und ich habe eben darum auch 
die im Kummerschen Citat erwähnte Publieation damals zurückgehalten. 
Aber ich habe mich nunmehr auf Grund anderweitiger Erwägungen (vergl. 
die Einleitung) um so eher dazu entschlossen, meine Methode der Behandlung 
der algebraischen Grössen uhd Zahlen hier zu entwickeln, als ich neuer- 
dings, d.h. im Anfang des vorigen Jahres, zur aprioristischen Erkenntniss, 


*) Auf die erwähnte Arbeit bezieht sich die Stelle in der Kummersehen Abhandlung 
über die allgemeinen Reeciprocitätsgesetze: „Ich kann in Betreff dieser, so wie überhaupt 
der allgemeinen Sätze, welche allen Theorieen complexer Zahlen gemein sind, auch auf 
eine Arbeit von Herrn Kronecker verweisen, welche nächstens erscheinen wird, in welcher 
die Theorie der allgemeinsten complexen Zahlen, in ihrer Verbindung mit der Theorie der 
zerlegbaren Formen aller Grade, vollständig und in grossartiger Einfachheit entwickelt 
ist“. (Abhandlungen der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1859 S. 5). 
Ich hatte dieselbe Arbeit schon im Sommer 1858 Dirichlet, bei einer zu diesem Zwecke 
verabredeten Zusammenkunft in Ilsenburg, vorgelegt und deren Resultate näher erläutert. 


9* 
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nämlich zu einer von der analytischen Entstehung unabhängigen Auffassung 
der Natur jener den Gattungen Y—n» assoeiirten Gattungen gelangt bin und 
damit Gesichtspunkte für das Studium der allgemeinen Frage dieser Art 
der Association gewonnen habe. 

Das Kummersche Prineip der Aequivalenz oder Classeneintheilung 
für die idealen Zahlen, welches im Anfange dieses Paragraphen erwähnt 
worden, ist für die T'heorie der algebraischen Zahlen und in seiner weiteren 
Ausbildung auch für die allgemeine arithmetische Theorie der algebraischen 
(srössen von fundamentaler Bedeutung. Freilich lag es schon als Grund- 
gedanke in der Gaussschen Theorie der Composition der quadratischen 
Formen verborgen; aber eben diesen Gedankenkern aus der formalen Um- 
hüllung, mit welcher ihn Gauss umgeben hatte, herausgelöst und den etwas 
umständlichen Apparat mittels einer neuen Begriffsbestimmung entbehrlich 
gemacht zu haben, ist, was Kummers Einführung der idealen Zahlen den 
grossen und dauernden Werth verleiht. Die Kummersche, dem ursprüng- 
lichen abstraeten Begriffe idealer 'Theiler adäquate Ausdrucksweise passt 
freilich nicht für jene wirklichen Divisoren, sei es, dass sie in der Form 
von Brüchen, sei es, dass sie als assoeürte ganze Zahlen, sei es, dass sie, 
wie in $ 22, als associirte Formen erscheinen, aber die Idee des Idealen 
bleibt in der Anwendung des Kummerschen Aequivalenz-Prineips für die — 
wie immer — definirten Divisoren erhalten. Dieses Prineip der Aequiva- 
lenz oder der Classeneintheilung bildet den ganzen eigentlichen und neuen 
Inhalt der Theorie der idealen Zahlen. Als Divisoren hatte ich schon 
vorher in meiner Doctordissertation, sowie in allgemeineren oben erwähn- 
ten Untersuchungen, ideale Zahlen in der Form als wirkliche gebrochene 
Zahlen angewendet, und zwar, wie schon oben erwähnt, genau so, wie sie 
bei der Kummerschen Definition gebraucht werden*); aber die Idee, derartige 


*) Vo]. die Kummersche Abhandlung im 55. Bande des Crellesechen Journals S. 342. 

Die Theilbarkeit einer complexen Zahl f(«) durch einen Primfaetor von q ist daselbst 

mit Hülfe einer eomplexen Zahl w(n), deren Norm die Primzahl q nur in der ersten 
Potenz als Factor enthält, durch die Congruenz 

fe)Wr)=0 (mod.g), wo Win) = Nyn) 

win) 

definirt. Als Divisor ist der so definirte ideale Primfactor von q nichts Anderes als 

der Bruch en. ‚ und dieser geht in den Bruch F 

P(n) p(E) 

Doetordissertation als Modul eingeführt ist, wenn p an die Stelle von q gesetzt und 

die Periode mit e, statt mit 7, bezeichnet wird. 


ist, 


Ü 


über, welcher in $ 6 meiner 
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Divisoren nun auch selbständig zu betrachten und eine Begriffsbestimmung 
der Aequivalenz daran zu knüpfen, lag von der Auffassung der Divisoren 
als solcher weit ab. Ich meinerseits habe bei meinen Arbeiten über eom- 
plexe Zahlen in den Jahren 1843 bis 1846 zu einer solehen Erkenntniss 
nicht durchzudringen vermocht. Als ich dann später in den Jahren 1856 
und 1857 durch das Studium der eomplexen Multiplieation der elliptischen 
Funetionen veranlasst wurde, auf meine früheren Untersuchungen über eom- 
plexe aus Wurzeln beliebiger ganzzahliger Gleichungen Fix) = 0 gebildete 
Zahlen zurückzukommen, konnte ich mich auf das bereits seit einem Jahr- 
zehnt bekannte Kummersche Prineip stützen und bediente mich bei dessen 
Anwendung zuerst jenes in $25 für allgemeine algebraische Grössen dar- 
gelegten Mittels der Zerlegung der Congruenz F x) = 0 für die verschiedenen 
Primzahlmoduln zur Erklärung der T'heilbarkeit durch einen idealen Prim- 
factor oder Divisor. Die Darstellung der Divisoren mit Hülfe von Linear- 
formen benutzte ich nur zum Uebergang von den „idealen“ Zahlen zu den 
zerlegbaren Formen. Die Schwierigkeit, welche die ausserwesentlichen 


Primfaetoren der Discriminante — die ich wegen dieses unregelmässigen 
Verhaltens damals als „irregulär* bezeichnete — bei der Zerlegung der 


Congruenz F(x)=0 darboten, suchte ich Anfangs dadurch zu beseitigen, 
dass ich andere Gleichungen derselben Gattung zu Grunde legte. Bald 
aber nahm ich zu jenem „methodischen Hülfsmittel der unbestimmten Üoet- 
fieienten“ meine Zuflucht und legte, um jegliche Zufälligkeit der besonderen 
Wahl einer Gleichung auszuschliessen, eine „Fundamentalgleichung“ vgl. 
$25), d.h. eine solche Gleichung zu Grunde, deren » Wurzeln lineare 
Funetionen unbestimmter Grössen %,, %, ... a, sind, und welche alle ganz- 
zahligen Gleichungen der Gattung repräsentirt, sobald man sich für «,, 
!y, ... u, alle möglichen ganzen Zahlen gesetzt denkt. 

So bildete die Aufstellung der „Fundamentalgleichungen“ den ur- 
sprünglichen Zweck einer Untersuchung, welche in ihrem Verlauf den rieh- 
tigen Ausgangspunkt der Theorie, die wahre allgemeine Form der com- 
plexen Zahlen zeigte und zugleich auf die Methode führte, durch Assoeia- 
tion von linearen Formen und Divisoren die Ziele der Theorie „vollständig” 
und „auf die einfachste Weise“ zu erreichen (vgl. $ 22). 

Zur Begründung der Definition der relativen Aequivalenz gehört noch 
die Angabe eines Verfahrens, mittels dessen entschieden werden kann, ob 


zwei gegebene Divisoren äquivalent sind oder nicht. Die Frage der rela- 
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tiven Aequivalenz ist aber unmittelbar auf die Frage zurückzuführen, ob 
eine gegebene Zahl sich als Norm einer complexen Zahl darstellen lässt. 
und diese ist nach Ermittelung der Einheiten durch Discussion einer end- 
liehen Anzahl von Normen complexer Zahlen zu erledigen. 


$ 20. 


Einführung von Divisoren-Systemen verschiedener Stufen. 


Die in $ 14 bis $17 enthaltenen Entwickelungen zeigen, dass auch 
für Gattungs-Bereiche (W, RN”, R”,...), d.h. auch wenn zwischen den Grössen 
N algebraische Beziehungen statthaben, der grösste gemeinschaftliche Theiler 
je zweier ganzen rationalen Grössen des Bereichs, also jeder nothwendige 


Divisor — ohne irgend welche Verallgemeinerung des Begriffes der Division 
und ohne irgend welche Uebertragung seiner eigentlichen Bedeutung — in 


Wirklichkeit dargestellt werden kann. Der Uebergang aus der Sphäre der 
ganzen rationalen Zahlen oder der ganzen rationalen Functionen von Varia- 
beln in die Sphäre der ganzen algebraischen Grössen einer Gattung macht 
eben keine Erweiterung des Begriffes der Division erforderlich. Wohl aber 
zeigt sich eine solche Erweiterung als geboten, sobald man von den Be- 
reichen, in denen keine Variable R vorhanden ist, zu solehen mit Variabeln 
N, oder, falls von den Zahlen abgesehen wird, von Bereichen, wo nur eine 
Variable R vorhanden ist, zu solehen mit zwei oder mehr Variabeln R 
übergeht, während auch hier wieder der Schritt von den rationalen zu den 
algebraischen Grössen keinerlei neue Einführung nothwendig macht. Diese 
Erhaltung der Begriffsbestimmungen beim Uebergang vom Rationalen zum Alge- 
braischen war die Forderung, welche mir von vorn herein als leitendes 
Prineip bei der Behandlung der algebraischen Grössen gedient hat. 

(Ganze rationale Funetionen mehrerer Variabeln können, wenn sie zu 
Systemen von zwei oder mehreren Functionen zusammengefasst werden, 
zwar auch noch einen allen gemeinsamen T'heiler haben, aber sie können 
überdies „Gemeinsames“ haben, welches sich, wenn sämmtliche Funetionen 
gleich Null gesetzt werden, als ein Gebilde von gewisser Ausdehnung oder 
als eine Zusammenfassung, ein „Complex“ mehrerer algebraischer Gebilde 
verschiedener Ausdehnung ceharakterisiren lässt. Dieses „Gemeinsame“ kann 
mit Hülfe der allgemeinen Eliminations-Theorie auch als eine Eigenschaft 
der Funetionen selbst definirt werden, d. h. ohne die Werthsysteme der 
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Variabeln, wofür die Funetionen gleichzeitig verschwinden, und die sich daran 
knüpfende Anschauungsweise zu benutzen, ohne also denjenigen „arithme- 
tischen“ Boden zu verlassen, der für alle Rationalitäts-Bereiche (W, R”’, 
wenn die Grössen W, W', W”,... nicht als veränderliche sondern als unbe- 
stimmte und in ihrer Unbestimmtheit zu erhaltende Grössen aufgefasst werden. 
derselbe ist, wie für den der gewöhnlichen rationalen Zahlen. Das Studium 
des einer beliebigen Anzahl von ganzen Functionen mehrerer Variabeln 
„Gemeinsamen“ war es, wodurch ich im Jahre 1865 zu einer erneuten Be- 
handlung der Eliminations- Theorie geführt worden bin, und es hat sich 
dabei jene „Interpolationsformel für ganze Funetionen mehrerer Variabeln * 
ergeben, welche die Bedeutung dessen, was als einer Anzahl von Funetionen 
gemeinsam zu betrachten ist, in klares Licht treten liess. Die Zagrangesche 
Interpolationsformel war bis dahin nur in der, so zu sagen, trivialen Weise 
verallgemeinert worden, dass eine ganze Funetion von mehreren Variabeln 
T,, %, ... x, aufgestellt wurde, welche vorgeschriebene Werthe annimmt. 
wenn der Variabeln x, einer der v, Werthe beigelegt wird, für welche 
F,(x&,)= (0 wird, der Variabeln x, einer der », Werthe, für welche F,(z; v 
wird, u.8.f. Aber bei dieser Weise der Verallgemeinerung zeigte sich 
weder irgend welche Schwierigkeit noch auch irgend welche Besonderheit: 
erst beim Wegfall der Beschränkung, die darin liegt, dass jede der Fune- 
tionen F nur eine der Variabeln enthält, gewann die Frage an Interesse 
und die Lösung an Bedeutung. Soll nämlich eine ganze Function von 
T%ı, %, ... x, gebildet werden, welche für die m durch die » Gleichungen 
Fa) = OÖ (=1,2,..n) 


definirten Werthsysteme 


2 =, Bein ee mi (ae 
m vorgeschriebene Werthe annimmt, so bedarf man dazu — genau wie im 
Falle, wo a=1 ist — nur der Lösung der Aufgabe unter der speeiellen 


Voraussetzung, dass m—1 der vorgeschriebenen Werthe Null sind. Eine 
ganze Function von z,, &;, ... z,, welche für die m —1 Werthsysteme 
c° = Sıks I, = Ss .. .: 2, 5a (k=2,3,... m) 
verschwindet, repräsentirt aber offenbar eine Verallgemeinerung des im Falle 
»=]1 aus der Division von F,(x,) durch z,— 5; hervorgehenden hesultats: 


*) Vgl. meine Mittheilung im Monatsbericht der Akademie der Wissenschaften vom 
December 1865. 
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mit der Herstellung einer solehen Function war daher diejenige Erweite- 
rung des Begriffes der Division gegeben, welche beim Uebergang von ganzen 
Funetionen einer Variabeln zu Funetionen mehrerer Variabeln erfordert wird. 
Denkt man sich die Funetionen F, als ganze homogene lineare Funetionen 


von 2&—&ı, 2—$, ... dargestellt, so dass 


F, = (© $4) FP+ (&— &,) FP+- ++ (©, 84) F® 


n? 


_ 
_— 
4 


ird, so sind Fi, Fi, ... ganze Funetionen von &,, &, ... z, und $;, 
&345 ++ &x Die Determinante 


FD Ai=12...») 
1 P 17 a .“ 7a F » 1 r ? / l c - c | l 
ist dann eine ganze Function von &,, &, ... 2, und Ss Saıs +++ Sun, Welche 
für die m —1 Werthsysteme 


— FE nn 9 
== E (k=2,3,...m) 


n - 


Un 
Un 


Lı=su; Isa ++ CT 
verschwindet und daher unmittelbar zur Herstellung einer allgemeinen Inter- 
polationsformel verwendet werden kann. Eben diese Determinante hat nun 
offenbar die Eigenschaft, dass sie, mit einem der Ausdrücke x;—$;, multi- 


plieirt, eine homogene lineare Function von F,, F;, ... F, ergiebt; an Stelle 


der Theilbarkeit durch eine ganze Function F(x) — im Falle einer Va- 
riabeln -- tritt also für den Fall von mehreren Variabeln die Darstellbarkeit 


\ 


als homogene lineare Function von mehreren ganzen Functionen F(x,,&;,... %,). 
Bei der Analogie mit der einfachen Division erscheint es wohl gerechtfertigt, 
zur Abkürzung der Ausdrucksweise, wie ich es in meinen Universitäts- 
Vorlesungen öfters gethan habe, das System der Elemente F,, F,,.... F, in 
Bezug auf die daraus gebildeten homogenen linearen Functionen als ein 
Divisoren-System oder Modulsystem n’” Stufe (F,, Fr, ... F,) 
zu bezeichnen und der Congruenz 
G (2, 2,..%)=0 (modd.F,,F,...F,) 

die Bedeutung beizulegen, dass die ganze Function ae ...2,) Sich als 


ganze homogene lineare Function von F,, F,, ... darstellen lässt, in 


F, 


welcher die Coetfieienten ebenfalls ganze Funetionen von ©, X, ... z, Sind. 
Jene Uongruenz bezeichnet also das Bestehen einer Gleichung 


n 
(ri T, I, a un Mn; r Ts IT, .. a.) F,( Ts Ly, ... 2) 


N, 


in welcher P,, P,. ... P, ganze Functionen der » Variabeln x bedeuten. 
Zwei Modulsysteme sind als „äquivalent“ zu betrachten, wenn jede Function 
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des einen mit Beziehung auf das andere congruent Null ist. Die Aequivalenz 
(F3R,..F)w (PB, ®:,...&,) 
ist demnach durch das System von Congruenzen 
‚=0 (modd.#,&;,..#), 2,=0 (modd.F,F,,..F) «=12..» 


definirt. Wird die Voraussetzung festgehalten, welehe meinen Entwiekelungen 
in der erwähnten Mittheilung vom Dee. 1865 zu Grunde liegt, nämlich dass 
die Diseriminante des Gleichungssystems FR, = (0, RR —=(0, ... F,=0 von Null 
verschieden ist, so ist nicht bloss das System der Gleichungen 

G (Sıry Say +++ Sr) = 0 Ren 
eine Folge der Congruenz 

G(2,0,..2%)=0 (modd.F,,F,,...F,), 

sondern es geht auch umgekehrt diese Congruenz aus jenem System von 
Gleichungen hervor. Dies beruht darauf, dass sich die Resultante von » +1 
ganzen Funetionen von » Variabeln als ganze homogene lineare Funetion 
der +1 Funetionen darstellen lässt. Denkt man sich nämlich die »--| 
Funetionen F,, F,,... F, als vollständige ganze Funetionen von &,, %, ... 7,. 
d. h. als vollständige Ausdrücke der Dimensionen »v,, v,, ... v, mit unbe- 
stimmten Coeffieienten ce”, ce”, ... ce”, so ist die Resultante eine ganze 
sanzzahlige Function aller dieser Coeffieienten e, welehe verschwindet, so- 
bald die Coeffieienten e irgend welche Werthe erhalten, wofür die »--1 
Funetionen F gleichzeitig Null werden können. Ersetzt man nun in der 


Resultante die Coefficienten ch), , welche die von &,, &;, ... x, unabhän- 
gigen Glieder der Functionen F, bilden, durch die Differenzen ci) —F,;, 


so werden die » Gleichungen F=0 identisch erfüllt, und es ist daher auch 
die Resultante identisch gleich Null. Entwickelt man dieselbe nunmehr naclı 
F,, F,, ... F,, so gelangt man zu dem oben bezeichneten Satze, dass sich 
die Resultante ganzer Funetionen als homogene lineare Function derselben 
darstellen lässt, und zwar so, dass die Coeffieienten ganze Functionen von 
%ı, 2a, ... &, Sind. Setzt man = —- (vn +0; +--+u,z,), so wird 
die Resultante eine ganze Function von x. Wenn diese mit Fix) bezeichnet 
wird, so ist also 


Fuss tu +. +wx,)=0 (modd.F,,F,,...F,) 


n /) 


und die Gleichung 


Fuss +; +'+tu,r,) = 0 
Journal für Mathematik Bd. XCIH. Heft 1. 10 
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stellt die Resolvente des Gleichungssystems 


u 


FR=09 AKud, ... >09 
dar. Wenn man die Resultante der allgemeinen „+1 Functionen F,, F,, ... F,, 
nachdem darin wie oben die Coefficienten c$}. durch die Differenzen 
ci... — F; ersetzt worden, nach einem beliebigen Coefficienten e;,),,...,, welcher 
mit "ce... multiplieirt ist, differentürt, so erhält man eine identische 
Gleichung 
—R cha... 2" +R = 0, 


in welcher R’ die partielle Ableitung der Resultante nach ce%4,. und R die 
partielle Ableitung nach c/,,..., bedeutet. Dabei sind aber immer noch in 
R' und R an Stelle der Coeffieienten ce), , und zwar für alle » Werthe 
k=1,2,...n, die Differenzen ec) _—F, zu denken. Lässt man nunmehr 
diese Differenzen wieder in die Coeffieienten ci, selbst übergehen, so geht 
jene Gleichung offenbar in eine Congruenz für das Modulsystem (F,, F,, ... F, 
über, und für den obigen Fall A, = r— w2,+%2,+'"+u,x,) resultirt daher 
eine Congruenz 


A Y 
Px} ar... 2’ = (modd. F,. F3, ... F,) 


in welcher P und Q ganze Functionen von 0%, +%x -++-+u,x, bedeuten. 
Wenn endlich P,(x) so bestimmt wird, dass für jede Wurzel der Gleichung 
F(z) = 

P(z)P,(x) = 1 
wird, so ist 

P(x)P,(«)=1 (modd.F,,F,,...F,), 
also 

h \f / pn A 
char... 2" =P,(2)0(e) (modd. F,, F,,... F,) 


n)} 
und es geht hieraus hervor, dass jede ganze Function von &,, %;, ... z, für 
das Modulsystem (F,, F,,... F,) einer ganzen Function der einen linearen Ver- 
bindung wa, + Wa, + +w,x, congruent wird, und dass sich hierdurch jede 
Congruenz für dieses Modulsystem in eine solche für den einfachen Modul F(x) 
verwandeln lässt. 

Die vorstehende Entwickelung, bei welcher allgemeine Functionen 
F\, F:, ... F, zu Grunde gelegt worden, gilt auch noch für alle speciellen 
Funetionen, sobald nur die Diseriminante von Null verschieden ist; denn in 
diesem Falle ist A’ nicht mit der Resultante zugleich Null und also P(x) 
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nicht eongruent Null modd.F,,F,,.... F,. Unter der Voraussetzung, dass die 
oben mit F(xz) = bezeichnete Resolvente des Gleiehungssystems 
F=0 A=0 ... E=% 
nicht gleiche Factoren enthält, kann also die Zerlegung der ganzen Fune- 
tion einer Variabeln F(x) unmittelbar auf die „Zerlegung des Divisoren- 
Systems (F,, Fr,... F,)" übertragen werden, wenn man die einzelnen den 
verschiedenen Factoren der Resolvente entsprechenden Gleichungssysteme 
bildet. Sobald eines dieser Gleichungssysteme mehr als » Gleichungen er- 
fordert*), braucht man nur » lineare Verbindungen mit unbestimmten Coefh- 
cienten einzuführen, um zu erschliessen, dass die ganze Function von r, 
welche — gleich Null gesetzt — die Resolvente bildet, eongruent Null für ein 
Modulsystem ist, dessen (mehr als ») Elemente — gleich Null gesetzt — 
jene Gleichungen bilden. Ist nämlich F(=)= #(x) (x), ist ferner 
D(z)=0 die Resolvente des Gleichungssystems D,=0, &,—0, .... $P,—0), 
?(xz)=0 die Resolvente des Gleichungssystens /,=0, A=0, ... F=0. 
ist endlich V(z,v®,,®,,...)=0 die Resolvente von » Gleichungen 
vv, PB + PB ++v,P=0, WR + B+.+0,P,—(0, 
und ebenso Wr, w,, w;,...)= 0 die Resolvente von » Gleichungen 
vw +0 PR+.+wr7,.=0, wrAtwm PR++wP,=0, 
so ist $(xz) der grösste von den unbestimmten Grössen » unabhängige 
Theiler von V(z,®,,v,,...) und ?(x) der grösste von den unbestimmten 
Grössen w unabhängige Theiler von W (x, w,, w2,...). Ferner ist gemäss 
den obigen Darlegungen V(z, v,,®;,...) eongruent Null für das Modulsystem 
PP, +0 P, + +v,P,, PR + P,+++vb,, 
also auch 
V(2,v,%,..)=0 (modd.$,&;,....#, 
endlich ist, wenn die verschiedenen Coefficienten der Glieder »“rv%... in 
V(z,v,,v,...) mit P(z)P, (x), P(x)P;(r), ... bezeichnet werden, 
$(z)P,(<)=0, Ple)P;)=(0, .... (modd.$,,,,...D, 
und daher, weil der Voraussetzung nach nicht alle Funetionen P(x) einen 
und denselben gemeinsamen T'heiler haben und desshalb Funetionen Q x 
existiren, für welche 


*) Dass n +1 stets genügen, ist oben in $ 10 nachgewiesen worden. 
10* 
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P\(2)Q,(@)+P,(2)Q(a)+ + =1 
wird, 
$B()=0 (modd.$,B;,..&,), 


\ 


und ebenso 
?’x)=0 (modd #7, P,,.. #7). 


Das Gleichungssystem 
BP, = 0 (‚k=1,2,..r), 


welches aus r® Gleichungen besteht, wird offenbar nur erfüllt, wenn eines 
oder das andere der beiden Gleichungssysteme 


$=0 ode 9=V0 &=1,2,...r) 


erfüllt wird, d. h. also, wenn die Resolvente = 0 oder ?=0 befriedigt 
wird. Die Funetionen ? und # haben aber der Voraussetzung nach keinen 
gemeinsamen Theiler, da F(xz) oder P(x) (x) keine gleichen Factoren 
enthält; es muss daher $?=0 oder F=0 die Resolvente des Gleichungs- 
systems 


», r, — 0 (i, mi, 2 r) 


sein, ebenso wie diejenige des Gleichungssystems 
F, = 0 “=1,2,..r), 


und die beiden Modulsysteme 
($Y,) und (F,) (,k=1,2,..r) 


sind demnach einander äquivalent. Hieraus geht als Regel für die Com- 
position zweier Modulsysteme hervor, dass man die einzelnen Elemente des 
einen Systems mit je einem Elemente des anderen Systems zu multiplieiren 
hat, um die sämmtlichen Elemente des eomponirten Systems zu erhalten. 

Immer unter der Voraussetzung, dass die Diseriminante von Null 
verschieden ist, muss der vorstehenden Darlegung gemäss das Modulsystem 
(F,,F;,... F,) in ebensoviel „Faetoren‘ zerlegbar sein wie die Function F (x). 
Es gilt daher auch für Funetionen mehrerer Variabeln der Satz, dass eine 
ganze Function @(&,,@,,... z,), wenn sie für irgend ein Werthsystem zugleich 
mit den » ganzen Funectionen F\, F,, ... F, verschwindet, nothwendig für 
das Modulsystem (F,,F;,... F,) eongruent Null sein muss, falls dieses irre- 
duetibel ist. 








Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 77 


$ 21. 
Die Eigenschaften der Divisoren-Systeme. 

Die im vorigen Paragraphen aus der Eliminations-Theorie entwickelten 
Begriffsbestimmungen beruhen einzig und allein darauf, dass auch bei der 
Betrachtung homogener linearer Funetionen mehrerer Elemente ganz ebenso 
von den Üoefficienten abstrahirt wird, wie dies im Falle eines einzigen 
Elements durch die Construction des Congruenzbegriffes erfolgt und durch 
die Gausssche Bezeichnungsweise zum Ausdruck gebracht ist. Wenn man 
nun diese Begriffsbestimmungen in die allgemeine Sphäre eines beliebigen 
Rationalitäts-Bereichs (W, R”, WW”, ...) überträgt, so gelangt man zu folgenden 
Definitionen, welche der arithmetischen Behandlung der ganzen rationalen 
Functionen von W, R, W”, ..., d.h. also der ganzen rationalen Grössen 
eines beliebigen Bereichs zu Grunde zu legen sind, um eine erschöpfende 
Darlegung alles dessen geben zu können, was einer beliebigen Anzahl 
solcher Grössen M,, M,, M;,, ... gemeinsam ist und also dem, im Falle 
%=1, allein vorhandenen, grössten gemeinschaftlichen 'Theiler einer be- 
liebigen Reihe ganzer Zahlen m,, m,, m;, ... entspricht. 

I. Jede homogene lineare ganze Function von M,, M,, M,,... mit 


r pr pr 


ganzen, dem Bereich (WW, RW, RW”, ...) angehörigen Coeffieienten wird als „das 
Modulsystem (M,, M;, M;,...) enthaltend“ oder auch als „congruent Null 
für dieses Modulsystem“ bezeichnet, und es ist 

M=M' (modd.M,,M,,M,,...), 


wenn die Differenz M—M das Modulsystem (M,, M,, M,,...) enthält. Bei 
der vollkommenen Analogie mit dem einfachen Falle, wo die Anzahl deı 
Elemente des Systems gleich Eins ist, erscheint es auch unbedenklich, wie 
schon oben, die Bezeichnung „Divisoren-System“ an Stelle von „Modulsystem" 
zu gebrauchen, welche jener Analogie unmittelbareren Ausdruck giebt. 

ll. Ein Modulsystem (M,, M;,,...) enthält ein anderes (M,, M;....). 
wenn jedes Element des ersteren das Modulsystem (M,, M,,...) enthält. Wenn 
jedes der beiden Modulsysteme das andere enthält, so sind sie einander 
äquivalent, und dies wird durch: (M,, M,,...) oo (M,,M;,...) bezeichnet. 

Ill. Jede ein Modulsystem (M,, M,,...) enthaltende Grösse kann dessen 
Elementen hinzugefügt werden, und es kann ebenso jedes Element eines Modul- 
systems weggelassen werden, welches für das durch die übrigen gebildete Mo 


dulsystem eongruent Null ist: d. h. bei den angegebenen Veränderungen wird 
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das Modulsystem nur in ein äquivalentes transformirt. Wenn daher die Zahl 
Eins für ein Modulsystem (M,, M,, ...) congruent Null ist, so ist dieses äquivalent 
Eins und also überhaupt kein Modulsystem im eigentlichen Sinne des Wortes. 

IV. Das zwei Modulsystemen (M,, M;,...), (M,, M;,...) gemeinsame, 
d.h. in beiden zugleich enthaltene Modulsystem wird durch die Elemente 
beider gebildet, ist also durch das System (M,, M., ..., M}, M,,...) reprä- 
sentirt, da offenbar jedes in den beiden ersten zugleich enthaltene Modul- 
system auch in diesem dritten enthalten ist. 

V. Ein Modulsystem (M,,M,,...), dessen einzelne Elemente durch 
die verschiedenen Produete von je zwei Elementen M,M,; zweier Modul- 
systeme (M,,M;,...), (M,,M;,...) gebildet werden, heisst „aus diesen beiden 
Systemen zusammengesetzt oder componirt“, und diese beiden Systeme 
sollen, wegen der Analogie der Composition mit der Multiplication, auch 
als „Faetoren“ bezeichnet werden. 

Der Ausdruck „Composition“ soll ohne Weiteres auf äquivalente 
Systeme übertragen und demnach auch jedes dem System (M,M;,) äqui- 
valente System als aus den beiden Systemen (M’) und (M”) componirt be- 
zeichnet werden, so dass die Elemente des componirten Systems als bilineare 
Funetionen der beiderseitigen Elemente M’, M"” mit ganzen dem Bereich an- 
gehörigen Coefficienten zu charakterisiren sind. 

“in Modulsystem (M.M', M,,M,,...) ist aus den beiden Systemen 

(M, M,,M;,...), (M',M,,M,,...) 
zusammengesetzt, wenn das Modulsystem (M, M’) oo1 ist, da dann stets je 
zwei bei der Composition entstehende Elemente M,M, M,M' durch M, zu 
ersetzen sind. 

VI. Ein Modulsystem heisst irreduetibel (oder ein Primmodulsystem), 
wenn es nicht aus zwei anderen zusammengesetzt ist, deren jedes ein Modul- 
system im eigentlichen Sinne des Wortes ist. 

VIl. Enthalten die Grössen W, R”, %”,... nur genau n—1 von ein- 
ander unabhängige variable oder unbestimmte Grössen WM, RN”, ... RT”, 
so giebt es Modulsysteme erster, zweiter, ... nter „Stufe“, und daher auch 
Modulsysteme, die aus solchen verschiedener Stufe zusammengesetzt sind. 
Die Modulsysteme mt Stufe sind an sich m-faltige Systeme und können 
nicht aus weniger als m Elementen gebildet werden. 

Bei der Zerlegung eines Modulsystems in seine den verschiedenen 
Stufen angehörigen Factoren ist genau so wie bei der Elimination zu ver- 
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fahren, nur dass auch noch die Zahlengrössen zu beachten sind. Es ist 
zuerst der grösste gemeinsame Divisor (im engeren Sinne des $ 14), also 
der Divisor erster Stufe, aus allen Elementen herauszuheben: aus den vom 
grössten gemeinsamen Theiler befreiten Elementen sind nunmehr zwei lineare 
Funetionen mit unbestimmten Coefficienten U zu bilden, und alsdann ist für 
eine der Variabeln W, WR”, ... z. B. für R"-» eine lineare Funetion aller 
mit unbestimmten Coefficienten « einzuführen. Wird diese mit WR bezeichnet. 
so enthält die nach Elimination von R"”" aus jenen beiden linearen Fune- 
tionen entstehende Resultante nur noch die n—2 Variabeln WR, W, ... RW 

Von dieser Resultante ist der grösste von den Grössen U unabhängige 
Theiler, falls sie einen solchen hat, abzusondern, und es zerfällt alsdann 


das Modulsystem gemäss der unter No. V gegebenen Vorschrift — vor- 
ausgesetzt, dass die dort angegebene Bedingung erfüllt ist — in zwei 


Systeme, von denen das eine dem abgesonderten, das andere dem iührig 
gebliebenen Theiler der Resultante entspricht. Das erstere bildet das gv 
sammte in dem ursprünglichen enthaltene Modulsystem zweiter Stufe, wäh 
rend das andere nur noch Modulsysteme höherer Stufen enthalten kann. 
Mit diesem ist alsdann ebenso zu verfahren. — Sind Mu, Wu, ... die Kle- 
mente eines Modulsystems m! Stufe, und zwar eines solchen, welchem auch 
keine Systeme höherer Stufen beigemischt sind, so ist die Resultante von 
m linearen Verbindungen mit unbestimmten Üoveffiecienten U eine ganze Fune- 
tion von R, RN, ... RN" und von den unbestimmten Grössen U, für den 
Fall m=n also nur von diesen letzteren. Bezeichnet man nun den nach 
Absonderung des gesammten von den Grössen U unabhängigen Factors 
verbleibenden Theil der Resultante mit %, so bilden jene m linearen Ver- 
bindungen der Elemente M, dividirt durch %, die m Elemente eines Divi- 
soren-Systems nmt° Stufe, welches dem ursprünglichen aus beliebig vielen 
Elementen M bestehenden System äquivalent ist. Dabei ist indessen vor- 
ausgesetzt, dass jener von der hesultante abgesonderte Factor aus lauter 
ungleichen Factoren besteht. Es ist ferner zu bemerken, dass die Itesul- 
tante — falls noch algebraische Grössen R vorhanden sind — immer mit 
Benutzung der bezüglichen Gleichung zu bilden ist. 

Die angegebene Art, Moduisysteme m!“ Stufe aus nur m Elementen 
zu bilden, ist vollkommen analog jener Art, einfache Divisoren mit Flülfe 
linearer Funetionen in Bruchform darzustellen. Sollen nur ganze rationale 


Grössen des Bereichs zu Elementen des Systems verwendet werden, so 
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genügt im Allgemeinen und zwar selbst bei natürlichen Rationalitäts-Be- 
reichen nicht die der Stufenzahl gleiche Anzahl von Elementen, sondern es 
giebt auch Systeme, die mehr Elemente erfordern, ganz ähnlich wie es 
Gattungen algebraischer Grössen giebt, für welche die nothwendige Anzahl 
der Elemente des Fundamentalsystems die Ordnungszahl der Gattung über- 
steigt. Es erscheint daher angemessen, diejenigen irreduetibeln Divisoren- 
Systeme, welche eine Darstellung durch eine der Stufenzahl gleiche Anzahl 
von Elementen gestatten, als zur „Hauptelasse“ gehörig zu bezeichnen. 
Alsdann gehören offenbar, wenn unter den Grössen R keine von den übrigen 
algebraisch abhängige vorkommen, alle irreduetibeln Divisoren erster Stufe 
zur Hauptelasse. Wenn ferner die Anzahl der Grössen N gleich Eins ist, 
wenn also die ganzen ganzzahligen Funetionen einer unbestimmten Grösse 
%W arithmetisch behandelt werden, so hat man noch Divisoren-Systeme zweiter 
Stufe zu betrachten, in denen eines der Elemente eine ganze Zahl, die übrigen 
aber ganze ganzzahlige Funetionen von W sind. Diese Systeme sind also 
unmittelbar in solche zu zerlegen, bei denen die ganze Zahl die Potenz 
einer Primzahl p” ist, und die übrigen Elemente sind hiernach nur im Sinne 
der Congruenz für den Modul p” zu behandeln. Für m=1 wird alsdann 
ein solches Divisoren-System zweiter Stufe nach der aus der Theorie der 
Congruenzen bekannten Weise als Product irreduetibler Systeme von zwei 
Elementen (F(W),p) dargestellt, wo F(W) eine ganze nach dem Modul p 
irreduetible Function von W bedeutet. Diese Betrachtung zeigt die Theorie 
der höheren Congruenzen in einem neuen Lichte und bringt dieselbe mit 
ganz anderen zahlentheoretischen Gebieten in Verbindung. Es finden sich 
auch in dieser Theorie, sowohl in der von Herrn Dedekind aus Gauss’' Nach- 
lass publieirten Arbeit als in den Schönemannschen früher veröffentlichten 
Aufsätzen die ersten Andeutungen von Divisoren-Systemen zweiter Stufe, 
wenngleich nur unter beschränkterem Gesichtspunkte. Die naturgemässe 
und weitreichende Unterscheidung der Modulsysteme nach ihren verschie- 
denen Stufen, die Sonderung der in Wahrheit mehrfaltigen Divisoren-Systeme 
von denjenigen, die nur einfache Divisoren vertreten, konnte sich erst bei 
der arithmetischen Behandlung ganzer Functionen mehrerer Variabeln ergeben, 
und über diese ist bisher meines Wissens nichts bekannt gemacht worden. 
Wohl beruhen auch die Dedekindschen, nur den Fall A =1 betreffenden 
Entwiekelungen — nach der hier angenommenen Terminologie ausgedrückt 
— wesentlich auf der Betrachtung ganzer homogener linearer Functionen 
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de) 


mehrerer Elemente mit ganzen, dem Rationalitäts-Bereich angehörigen Coef- 
fieienten, also implieite auch auf der Betrachtung von „Divisoren-Systemen“; 


aber es sind dies — da bei algebraischen Zahlen überhaupt nur Divisoren 
erster Stufe vorhanden sind — doch nur solehe, die die Stelle einfacher 


Divisoren vertreten. Ueberdies liegt grade darin, dass bei der Dedelindschen 
Auffassung die homogene lineare Function selbst, bei der meinigen aber 
das System der Elemente derselben als Divisoren-System den Ausgangspunkt 
bildet, noch eine gedankliche Verschiedenheit. In der That stellt Herr 
Dedekind, die Abweichung von der Kummerschen Auffassung selbst hervor- 
hebend, den Inbegriff der durch einen idealen Divisor theilbaren wirklichen 
Zahlen an die Spitze der Entwiekelung, während meine Begriffsbestimmungen 
von jeher, sowohl vor der Einführung der Kummerschen idealen Divisoren 
als nachher, in Uebereinstimmung mit der Kummerschen Gedankenrichtung 
auf die Erhaltung des Divisoren-Begriffes selbst zielten. Und dafür war 
gerade in den Elementen der homogenen linearen Functionen, wie sie bei 
der Behandlung von Funectionen mehrerer Variabeln mit Nothwendigkeit an 
Stelle dessen auftraten, was der Divisor bei Funetionen einer einzigen Va- 
riabeln ist, ein deutlicher Fingerzeig gegeben. 

Divisoren-Systeme, welche die Stelle einfacher Divisoren vertreten, 
also nicht selbst Systeme höherer Stufe sind, können ebenso wie die ge- 
brochenen Divisoren als Mittel der Untersuchung verwendet werden, aber 
die obige Zusammenfassung in Linearformen entspricht begrifflich und formal 
dem Zwecke am Besten. Die Beziehung der verschiedenen Darstellungs- 
weisen der Divisoren lässt sich an den Kummerschen idealen Zahlen am 
Einfachsten erläutern. Sind nämlich nach den Kummerschen Bezeichnungen 
y(a) und w(«) zwei äquivalente ideale Zahlen, die beide, mit derselben 
idealen Zahl f(«) multiplieirt, die wirklichen Zahlen Z(«) und F(«) ergeben, 
und sind je zwei der drei idealen Zahlen ohne gemeinsamen Theiler, so 
kann offenbar der Bruch 


= an Stelle des idealen Moduls g(e), 
(®) 


und das Divisoren-System 

(Pe), F(a)) an Stelle des idealen Moduls f(«) 
verwendet werden. Dieses System von zwei Elementen ist aber nicht ein 
Modulsystem zweiter Stufe, da es nach der in $ 14 dargelegten Weise, wenn 


Nm (uP(e)+vP(a)) = Nmfie).F(u, o) 
Journal für Mathematik Bd. XCH. Heft 1. 11 
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ist, durch den einfachen Divisor 
uB(e) +0 Wa) 
F(u, v) 

ersetzt werden kann. Indessen lässt sich doch auch ein Ursprung jenes 
Divisoren-Systems von zwei Elementen in einem eigentlichen Modulsystem 
zweiter Stufe nachweisen. Bezeichnet man nämlich mit X (z) =0 die irre- 
duetible Gleichung, welcher « genügt, so kommen in der arithmetischen 
Theorie der ganzen ganzzahligen Funetionen von z Divisoren-Systeme zweiter 
Stufe mit in Betracht, in denen X (x) eines der Elemente ist. Alle diese be- 
sonderen Systeme sind, von einem anderen Gesichtspunkte aus betrachtet, 
Gegenstand der Theorie der ecomplexen aus « gebildeten Zahlen, und die Zer- 
legung dieser Systeme in ihre irreductibeln Factoren stimmt mit der Zer- 
legung der complexen Zahlen in ihre idealen Primfaetoren vollkommen 
überein (vgl. $ 25). Das Verhältniss der einzelnen 'T’heorieen complexer 
Zahlen zu der arithmetischen "Theorie der ganzen ganzzahligen Funetionen 
einer Variabeln, in der sie sämmtlich inbegriffen sind, lässt sich — wie 





überhaupt die besondere Natur der Modulsysteme höherer Stufen am 
Deutlichsten darlegen, wenn die oben mit n—1 bezeichnete Anzahl der unab- 
hängigen Variabeln N grösser als Eins genommen wird. Nimmt man z. B. 
ı—=4 und denkt sich die drei Variabeln WR als irgend welche Coordinaten 
des Raumes, so sind die Divisoren erster Stufe entweder Zahlen oder ganze 
Funetionen der Coordinaten, deren Verschwinden also Flächen repräsentirt. 
Unter den Divisoren-Systemen zweiter Stufe kommen hier solche vor, bei 
denen überhaupt nieht die sämmtlichen Elemente gleichzeitig verschwinden 
können und eines der Elemente als eine Zahl gewählt werden kann, aber 
auch solche, bei denen das gleichzeitige Verschwinden sämmtlicher Elemente 
eine Uurve repräsentirt; unter den Modulsystemen dritter Stufe sind solche, 
die in ähnlicher Weise Punktsysteme darstellen. In die Hauptelasse jener 
Divisoren-Systeme zweiter Stufe gehören dann diejenigen Curven, welche den 
vollständigen Durchschnitt von zwei Flächen bilden, und man findet hierbei 
in überraschender Weise einen höheren Gesichtspunkt, von welchem aus die 
Frage der Darstellung ganzer Zahlen als Normen eomplexer Zahlen mit der 
Frage der isolirten Darstellung geometrischer Gebilde in der unmittelbarsten 
Beziehung erscheint. Endlich zeigt sich die Analogie jenes oben berührten 
Verhältnisses der arithmetischen Theorie der ganzen ganzzahligen Functionen 
einer Variabeln zu den einzelnen Theorieen eomplexer Zahlen für den Fall 
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n=4 z.B. in dem Verhältnisse der analytischen Geometrie des Raumes zu 
den einzelnen „Geometrieen“ auf besonderen algebraischen Flächen. 

Die vorstehenden Entwiekelungen enthalten nur die Einführung, 
keineswegs aber eine erschöpfende Behandlung der Modulsysteme höherer 
Stufen. So ist oben die Zerlegung solcher Modulsysteme nicht ganz allge- 
mein sondern nur unter gewissen Einschränkungen erfolgt, deren Beseitigung 
vorbehalten bleiben muss. Die Erläuterung der hierbei auftretenden Fragen 
lässt sich schon an den einfachsten Fall der Divisoren-Systeme zweiter Stufe 
für den Fall einer einzigen Variabeln W anknüpfen, und es bietet sich dabei 
zugleich die Möglichkeit, die Besonderheiten der Divisoren-Systeme höherer 
Stufen im Vergleich mit den einfachen Divisoren prineipiell darzulegen. Setzt 
man die Variable x an Stelle von X, so kommen in der T'heorie der ganzen 
eanzzahligen Functionen von x die Divisoren-Systeme zweiter Stufe 

(z,p), (a,px,p'), (z’+p,p‘), (2, pg) 
vor, wo p und q zwei verschiedene ungerade Primzahlen bedeuten sollen. 
Die drei letzten Modulsysteme enthalten offenbar das erste, und das zweite 
und vierte lässt sich auch als das Produet je zweier Factoren darstellen, 
von denen der eine (z,p) ist; denn es ist in der T'hat 
(2, px, pP?) (2, pP)’, (2, pq) (2, p) (@, 9), 

da (2°, px, qz,pq) D (z,pg) wird. Aber das dritte Modulsystem (z°-+p, p’) 
ist, obgleich das erste im Sinne der oben gegebenen Definition „enthaltend“, 
doch zugleich der bezüglichen oben entwickelten Begriffsbestimmung nach 
unzerlegbar; es enthält also das erste System nicht in der Weise, wie eine 
gewöhnliche Zahl einen ihrer Divisoren enthält, sondern etwa in der Weise, 
wie ein Gattungs-Bereich höherer Ordnung einen von niederer Ordnung ent- 
hält. Dieses von den Gesetzen der gewöhnlichen Theilbarkeit abweichende 
Verhalten bildet eine Besonderheit der Modulsysteme höherer Stufen. Be- 
handelt man auch die Divisoren erster Stufe als Divisoren-Systeme, so muss 
nachgewiesen werden, dass sie eben diese Besonderheit nicht haben. Dies 
ist auch Herrn Dedekind nicht entgangen; in seiner höchst sorgfältigen und 
scharfsinnigen Art der Deduetion, die bei seinen ganz abstracten Begriffs- 
bestimmungen ebenso nothwendig als bewundernswerth erscheint, hat er in 
s 172 seiner „allgemeinen Zahlentheorie“*) den erwähnten Umstand aus- 
drücklich hervorgehoben. 


*) Vorlesungen über Zahlentheorie, III. Auflage, Braunschweig 1879. Supplement XI. 
S. 521. 
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$ 22. 

Die ganzen algebraischen Formen der verschiedenen Stufen; ihre absolute Aequivalenz; 

ihre Zerlegung in irreductible Factoren. 

Für irgend einen Rationalitäts-Bereich oder eigentlich Integritäts-Be- 
reich [R,W, RW”, ...], sei es ein natürlicher oder ein Gattungs-Bereich, ist 
nach der obigen Definition ($ 15, III) eine Form des Bereichs [%, R”, ger, Een 
primitiv, wenn ihre Coeffieienten keinen gemeinsamen Theiler haben. Aber 
nach den Ergebnissen der in $$ 20 und 21 gegebenen Entwickelungen 
bedeutet diese Bedingung nur, dass die Coeffieienten keinen gemeinsamen 
Theiler erster Stufe haben sollen. Während also durch die in $ 15, III auf- 
gestellte Bedingung eine Form nur in Beziehung auf Divisoren erster Stufe 
primitiv wird, ist nunmehr mit Hülfe der Entwickelungen in den beiden vor- 
hergehenden Paragraphen der Begriff des „Primitiven“ enger zu fassen, und 

eine eigentlich primitive Form ist dadurch zu charakterisiren, dass 
ihre Coefficienten überhaupt keinen Divisor irgend einer Stufe mit 
einander gemein haben sollen. 
Der Einfachheit halber sind hier bei dem Ausdruck „Form“ die Beiwörter 
„ganz“ und „algebraisch“ weggelassen worden, und dies soll auch weiter in 
diesem Paragraphen geschehen, weil keinerlei Unklarheit dadurch entstehen 
kann. Ist F eine Form des Bereichs [W, R”’, R”,...] mit den Unbestimmten 


ı 


u, a, @",..., und sind U’, U”, U”,... die verschiedenen Produete von 


ı 


Potenzen der Unbestimmten «, «", «”,... in der Entwickelung von F, so dass 
F= MU+M'U'"+M"U"-+-.. 
ist, wo die Coefficienten M „ganze“ Grössen des Bereichs [R’, R”, WR”, ...] sind, 
so ist die Bedingung dafür, dass F eigentlich primitiv sei, die Aequivalenz 
(M, M",M",..)col, 
nach den in $ 21 gegebenen Begriffsbestimmungen. Eine Form ist also 
eigentlich primitiv, wenn das Modulsystem, dessen Elemente durch ihre 
Coeffieienten gebildet werden, äquivalent Eins ist. Die hierbei hervortretende 
Beziehung der beiden Betrachtungsweisen, nämlich der einen, wonach die 
Grössen H ganz abstract als Elemente eines Systems betrachtet, und der 
anderen, wonach sie als Coeffieienten einer Form zur Construction eines 
eoncreten Grössengebildes verwendet werden, soll nun zur Uebertragung der 
in $ 21 enthaltenen Definitionen auf die Formen leiten, deren Coefficienten 


die Grössen M sind. 
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l. Eine Form soll als eine andere Form „enthaltend“ bezeichnet 
werden, wenn das Üoeffieienten-System der letzteren in dem der 
ersteren (nach der in $ 21, II gegebenen Bestimmung) enthalten ist. 

II. Ist die Form F in der Form F,, aber auch umgekehrt F, in F 
enthalten, so sind die beiden Formen einander „absolut äquivalent“ 
(vgl. $ 21, II). 

lll. Jede eigentlich primitive Form ist absolut äquivalent Eins. 

IV. Die Form «aF+F,, welche durch eine lineare Verbindung von 
irgend zwei Formen F und F, mit dem unbestimmten Üoefficien- 
ten « entsteht, ist in jeder der beiden Formen F und F, enthal- 
ten, und bildet deren grössten gemeinsamen Inhalt (vgl. $ 21, IV). 
Ist daher F in F, enthalten, so ist F der Form «F+F, absolut 
äquivalent. 

V. Eine Form, welche durch wirkliche Multiplieation von zwei anderen 
Formen entsteht, und jede einem solchen Produet zweier Formen 
äquivalente Form soll auch, im Anschluss an die in $ 21, V ein- 
geführte Ausdrucksweise, die aus den beiden ersten zusammenge- 
setzte oder componirte Form genannt werden. 

VI. Eine Form wird als „nicht zerlegbar“, „irreductibel“ oder als „Prim- 
form“ bezeichnet, wenn sie keinem Producte von zwei nicht primi- 
tiven Formen des festgesetzten Bereichs [|W, W, RW”, ...] äquivalent 
ist (vgl. $ 21, V]). 

VI. Enthalten die Grössen W, RW’, R”,... nur genau n—1 von ein- 
ander unabhängige Variable RN, RW, ... RU, so giebt es Formen 
erster, zweiter, ... nter Stufe und auch Formen, die aus solchen 
verschiedener Stufen zusammengesetzt sind (vgl. $ 21, VII). 

Formen zweiter oder höherer Stufe und überhaupt solche, die 
keine Formen erster Stufe enthalten, sind zwar in dem früheren, 
weiteren Sinne primitiv, aber wneigentlich primitiv, und diese Eigen- 
schaft des „uneigentlich Primitiven“ ist offenbar, wie die Formen 
selbst, verschieden „abgestuft“. 

Formen mte Stufe bestehen aus m oder mehr Gliedern; die- 
jenigen, welche nicht mehr als m Glieder haben, deren Coeffieienten- 
System also auch nur aus m Elementen besteht, bilden nebst allen, 
die solehen Formen äquivalent sind, die Hauptelasse. In natür- 
lichen Rationalitäts-Bereichen sind sämmtliche Formen erster Stufe 








S6 Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 


zur Hauptolasse gehörig, nicht aber alle Formen höherer Stufe 
(vgl. $ 21). 

VIII V a Formen mit denselben Coefficienten sind einander ab- 
solut äquivalent, da die oben (unter I und II) gegebenen Defini- 
tionen überhaupt nur auf die Coeffieienten der Form Bezug nehmen. 
Jede Form ist also einer linearen absolut Äquivalent. 

IX. Ist eine homogene lineare Form F in einer anderen F, enthalten, 
so lässt sich die erstere in die letztere dadurch transformiren, dass 
für die Unbestimmten von F Formen des Bereichs substituirt werden; 
diese Formen sind selbst linear, sobald auch F, eine lineare Form 
ist. In diesem Falle lässt sich also die enthaltene lineare Form 
F in die enthaltende Form F, durch eine lineare Substitution mit 
ganzen Üoefficienten transformiren, und es ist dies zugleich eine 
hinreichende Bedingung für das Enthalten-Sein von F in F,. 

Die „lineare Substitution“ bezieht sich natürlich auf die Unbestimmten 
der Formen, und unter „ganzen“ Coefficienten sind solche zu verstehen, 


rn a 


welche ganze rationale Functionen von X, W”, : 
y'’ u 


‚..., also ganze Grössen 
des Bereichs [W, N ‚...) sind. Als Corollar des Satzes IX muss noch 
der Satz hervorgehoben werden: 
X. Aequivalente homogene lineare Formen sind durch Substitutionen 
mit ganzen Üoefficienten in einander transformirbar. 
Wenn die Formen F, F, beziehungsweise die Elemente M, M, haben 
und also 


(A, PP, = Mu” F= ZMNPu® Gel,2,.;el,2,..) 
k 
ist, so bestehen gemäss der Definition I Relationen 
(B) M®» — S&C0,M® (h=1,2,..;k=1,2,...). 
k 
Es wird also 
CC) F= 2323C,M" u G=1,2,..;k=1,2,...), 
hk 


und die Form F wird demzufolge durch die Substitution 


(C) um — 0 u, G=1,2, „hei, 2.) 


in die Form F, transformirt, wie es in dem mit IX bezeichneten Satze aus- 
gesprochen ist. 

Da nach $14 oder $ 17, II’ jedes Element M durch den aus F ge- 
bildeten algebraischen Divisor theilbar ist, so hat, wie die Gleichung (C) 
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zeigt, auch die Form F, diese Eigenschaft, d. h. es ist 
(D) Fm(MwW+M"u’+M"wW"+-.).F,=0 (mod.F). 

Die Form F charakterisirt sich als reine Form erster Stufe dadurch, dass die 
mit Fm(Mw+M"u"+M"w"+-) bezeichnete Form eigentlich primitiv ist, da 
sonst die Norm von F ausser dem Divisor erster Stufe, welchen alle ihre Coef- 
fieienten mit einander gemein haben, noch Divisoren-Systeme höherer Stufen 
enthält. Wenn also eine solehe Form F durch eine lineare Substitution mit 
sanzen Üoeffieienten in F, transformirt werden kann, so ist die Form F,. 
multiplieirt mit einer eigentlich primitiven Form, durch F theilbar. Es lässt 
sich aber auch andererseits jene T’ransformirbarkeit aus dem, was sich hier 
als Consequenz ergeben hat, ableiten, wie jetzt gezeigt werden soll. 

Es seien E, F, F, lineare oder nicht lineare Formen des Bereichs, 
und zwar E eine eigentlich primitive Form und F, eine reine Form erster 
Stufe; es sei ferner 

F,= ZMPUP, F=ZM®UR, 
wo UN”, U” Producte von Potenzen der Unbestimmten der Formen be- 
deuten. Nun soll angenommen werden, dass die Congruenz 
(E) EF,=0 (med.F) 
bestehe, so dass also auch F eine reine Form erster Stufe sein muss. Die 
angenommene Uongruenz kann nach den in $ 14 eingeführten Bezeichnungen 
auch in folgender Weise dargestellt werden: 

(E) E.Fm(M,U,+M, U,+--).mod|M,U,+M, U, +--]=0 (mod.F), 
und hierbei ist Fm (M, U,+ My, Uy-+-.-) eine eigentlich primitive Form, weil F, 
als reine Form erster Stufe vorausgesetzt worden ist. Auch das Produet 
E.Fm(M,U,+ M,) U, -++---) ist also eine eigentlich primitive Form, und diese 
möge, nach den Producten von Potenzen der Unbestimmten entwickelt, gleich 
UV'+L"V"+L"V”+... sein. Alsdann geht die Congruenz (E’) in 


mod [M,U,+M, U, +-.-).ELV®V =0 (mod.F 


über. Da auf Grund jenes zweiten Fundamentalsatzes ($ 17, II oder IT) 
jedes Element der Form F, durch mod[M,U,+M, U,-+---] theilbar ist, so 
ergiebt sich tür jedes dieser Elemente M\’ die Congruenz 
NZ LUV =0 (mod.F), 
aus welcher die Congruenzen nach dem Modulsystem der Coefficienten von F 
M®OL®—=0 (modd.M', M”, M'",... 
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und endlich, da das Modulsystem (Z/, 2”, 2”, ...) äquivalent Eins ist, die 
Uongruenzen 

M,=0, M =0, M =0,... (modd.M', M", M",...) 
hervorgehen. Diese Congruenzen enthalten die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass die Form F in F, enthalten und also F in F, durch 
eine Substitution mit ganzen Coeffieienten transformirbar ist. 

Aus der vorstehenden Entwickelung ergiebt sich, dass für reine Formen 
erster Stufe die obige Definition IX durch folgende ersetzt werden kann: 

IX’. Eine Form F ist in F, enthalten, wenn eine eigentlich primitive 
Form E existirt, für welche das Product EF, wirklich durch F 
theilbar wird. 

Für den Fall, dass diese Beziehung der beiden Formen eine gegenseitige 
ist, sind dieselben äquivalent, und man gelangt somit zu der neuen Aequi- 
valenz-Bestimmung: 

X’. Zwei Formen sind absolut äquivalent, wenn sie sich nur durch 
Factoren von einander unterscheiden, welche eigentlich primitive 
Formen sind. 

Von den beiden verschiedenen Aequivalenz-Bestimmungen X und X’ 
ist die erstere auf die Transformation, die letztere auf die Composition der 
Formen gegründet; die erstere stützt sich also auf das Gausssche Prineip der 
Aequivalenz, mit welchem die Theorie der quadratischen Formen in der 
V. Section der Disqq. Arithm. art. 157 beginnt, die letztere auf das Kummersche 
Prineip der Aequivalenz, welches in seiner Theorie der idealen Zahlen den 
Ausgangspunkt bildet, während es bei Gauss erst in der weiteren Entwicke- 
lung der 'T'heorie (Disqq. Arithm. art. 234 sqq.) zur Anwendung kommt. Dass 
die beiden verschiedenen Definitionen, welche unter No. X und X’ für die 
Aequivalenz der ganzen algebraischen Formen gegeben worden sind, sich 
vollkommen decken, bildet den Kernpunkt der obigen Auseinandersetzungen, 
und diese selbst basiren — wie wohl zu beachten ist — wesentlich auf 
jenem in $ 17, Il entwickelten zweiten Fundamentaltheorem. 

Es ist offenbar der vollständige Einheitscharakter der eigentlich pri- 
mitiven Formen, welcher durch jene zweite Definition der absoluten Aequi- 
valenz X’ zum natürlichen Fundament der arithmetischen. Theorie der ganzen 
algebraischen Grössen und Formen gemacht wird, und auf diesem natür- 
lichen Fundamente lässt sich auch die ganze Theorie am einfachsten auf- 
bauen. So lassen sich z. B. die Hauptresultate, welche in den $$ 14 bis 18 








Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 89 


an den Begriff der algebraischen Divisoren geknüpft worden sind, in der 
übersichtlichsten Weise als Hauptsätze der Formentheorie aussprechen, wenn 
man dabei die eigentlich primitiven Formen wirklich als Einheiten oder 
„Einheitsformen“ betrachtet und einfach 
eine Form F als Factor oder Divisor einer Form F, bezeichnet, 
sobald diese T'hheilbarkeit von F, durch F im Sinne der absoluten 
Aequivalenz stattfindet, d.h. also, sobald F,, multiplieirt mit einer 
eigentlich primitiven Form wirklich durch F theilbar wird. 
Die beiden Fundamentalsätze ($ 15, IX und $17, II) lauten alsdann fol- 
sendermassen : 
XI. Absolut äquivalente Formen haben dieselben Theiler. 

XII. Formen mit denselben Coeffiecienten sind äquivalent. 

Die beiden Sätze legen also dar, dass erstens äquivalente Formen in Bezug 
auf die Division durch andere Formen einander ersetzen können, und dass 
zweitens die ganzen algebraischen Grössen, welche die Coefficienten der 
Formen bilden, das einzig Wesentliche derselben sind (vgl. No. VIII). 

Endlich aber ist die in $ 18 angegebene Zerlegbarkeit der Divisoren 
in den Satz zu fassen: 

XIII. Jede ganze algebraische Form ist im Sinne der absoluten Aequi- 
valenz als Produet von irreductibeln Formen (Primformen) darstell- 
bar und zwar nur auf eine einzige, also völlig bestimmte Weise. 

Sowohl die Aequivalenz-Definition X’ als die hier daran geknüpften Dar- 
legungen beziehen sich ausschliesslich auf reine Formen erster Stufe, d.h. 
also auf solche Formen 
M'wW+M"wW"+M"u"+..., 

für welche die (schon in $ 14) mit Fm(M «+ M’a’-+ MM" u"+ ...) bezeichnete 
Form eigentlich primitiv ist. Sie genügen aber vollständig für den einfachsten 
Fall der algebraischen Zahlen, wo keine Divisoren höherer Stufen existiren: 
sie genügen ferner, um die allgemeine Bedeutung zu würdigen, welche die 
Einführung der ganzen algebraischen Formen für die Theorie der alge- 
braischen Grössen hat, und auch um die Art und Weise zu erkennen, in 
weicher die Resultate auf die Formen höherer Stufen auszudehnen sind. 

Die „ganzen“ Grössen irgend eines natürlichen Rationalitäts-Bereichs 
mit den Elementen W, RR”, WW”, ..., d.h. also die ganzen ganzzahligen 
Funetionen beliebig vieler unabhängiger Variabeln W sind, wie in $4 dar- 
gelegt ist, in irreductible Factoren zerlegbar, und zwar nur auf eine einzige, 
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also bestimmte Weise. Der Nachweis hierfür beruht einzig und allein 
darauf, dass 
erstens ein Verfahren angegeben wird, mittels dessen die Zerlegung 
einer solchen Grösse in Factoren, die dem festgesetzten Grössen- 
bereich angehören, bewirkt, also auch die Irreduetibilität erkannt 
werden kann, und dass 
zweitens der grösste gemeinsame T'heiler zweier Grössen, also 
wenn sie gegen einander relativ prim sind, die Zahl Eins als lineare 
homogene Funetion derselben dargestellt werden kann und zwar 
mit Coefficienten, welche ebenfalls dem festgesetzten Grössenbereich 
entnommen sind. 
Bezeichnet man dies als die beiden Erfordernisse der eindeutigen Zerlegung 
in irreduetible Factoren, so ist bekanntlich das zweite nicht mehr allgemein 
erfüllt, sobald man von einem natürlichen Rationalitäts-Bereich zu Gattungs- 
Bereichen übergeht, und die dadurch bestimmten Grössenbereiche nicht 
weiter verändert. Erweitert man aber diesen Grössenbereich durch die Ge- 
sammtheit der ganzen algebraischen Formen des Gattungs-Bereichs, so wird 
dem zweiten Erforderniss entsprochen, und es wird in dieser erweiterten 
Sphäre algebraischer Gebilde immer noch sowohl jenem ersten als auch dem 
allgemeineren Erforderniss der Erhaltung der algebraischen Rechnungsgesetze 
vollkommen genügt, mit der einzigen Massgabe, dass durchweg an Stelle 
der Gleichheit die absolute Aequivalenz treten muss. So bildet z. B. die 
Gesammtheit der Formen mit beliebig vielen Unbestimmten, deren Coeffi- 
sanze algebraische Zahlen einer bestimmten Gattung sind, einen 
Bereich, in welchem alle Rechnungsoperationen sowie die einfachen Ge- 


elenten 


setze der gewöhnlichen ganzen Zahlen in vollem Umfange Geltung haben. 
Ebenso bleibt beim Uebergang von ganzen rationalen Functionen variabler 
I zu ganzen algebraischen Funetionen die eindeutige Zerlegbarkeit in irre- 
duetible Divisoren (erster Stufe) bestehen (vgl. XIII), wenn die Gesammt- 
heit der Formen erster Stufe, unter welche die ganzen algebraischen Func- 
tionen selbst mit gehören, assoclirt wird. Wenn endlich zur vollständigen 
Eintwiekelung der Theorie der ganzen (rationalen und algebraischen) Func- 
tionen variabler Grössen N auch die Systeme von Divisoren mit in Betracht 
gezogen werden, so ist die Association der Formen für die Erhaltung der 
Gesetze der Zerlegbarkeit erforderlich und ausreichend und zwar, was wohl 
zu beachten ist, ebenso bei natürlichen wie bei Gattungs-Bereichen, so dass 
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der Uebergang vom Rationalen zum Algebraischen auch hierin keinen Un- 
terschied bedingt. 

Bei der Definition der algebraischen Divisoren in $$ 14 und 15 und 
also auch bei deren Zerlegung ist von Divisoren höherer Stufen abstrahirt: 
die dort als primitiv bezeichneten Formen sind nieht eigentlich primitiv und 
können daher noch Divisoren höherer Stufen enthalten, und die Definition 
($ 15, VIII) der Aequivalenz algebraischer Divisoren begründet also für die 
Formen, aus denen sie gebildet sind, nur eine „Aequivalenz erster Stufe“. 
Bei jenen ersten Entwickelungen in Bezug auf die Divisoren sollte eben 
zur Erleichterung der Uebersicht nur der eine Schritt aus dem Gebiete der 
ganzen rationalen Functionen in das der algebraischen und nicht zugleich 
der andere Schritt von den Divisoren erster zu denen zweiter Stufe gemacht 
werden. Aber nachdem in den $$ 20 und 21 erst für natürliche und dann 
für beliebige Rationalitäts- Bereiche die Divisoren der verschiedenen Stufen 
eingeführt und behandelt worden sind, können auch die obigen Definitionen 
und Ergebnisse von den Formen erster Stufe auf die Formen höherer Stufe 
übertragen werden. An die Stelle der Definitionen IX’, X’ treten die all- 
semeineren für reine Formen mt Stufe: 

IX”, Bedeuten F,, FR, ... F, ganze algebraische Formen, welche 
sämmtlich dieselben Coefficienten haben und sieh also nur durch 
die Systeme der Unbestimmten von einander unterscheiden, so ist 
eine dieser Formen in einer Form F, enthalten, wenn F, einer 
sanzen homogenen Funetion der m Formen F,, F;, ... F, im Sinne 

der Definition X’ absolut äquivalent ist. 


X”. Zwei Formen sind absolut äquivalent, wenn sie sieh gegenseitig 


enthalten. 
In der Definition IX’ ist die für die Formen erster Stufe gegebene 
Aequivalenz-Bestimmung X’ benutzt, implieite also auch in der Definition X. 
welche auf jene erstere zurückgreift; aber jene Aequivalenz-Bestimmung X’ 
würde für Divisoren m! Stufe zu eng und also nieht ausreichend sein. Die 
Aequivalenz-Bestimmung im Sinne der Definition X’ ist eine Folge derjenigen 
nach der Definition X, aber nicht umgekehrt diese eine Folge jener. 

Da bei jeder naturgemässen Aequivalenz-Bestimmung alle Formen 
mit denselben Coefficienten einander äquivalent sein müssen, so kann die 
Definition X’ auf zwei solche Formen angewendet werden. Alsdann muss 
eine Form mter Stufe F, welche für andere und andere Systeme von Unbe- 

12* 








92  Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 


stimmten, wie oben in IX’ mit F,, F,, ... F,, bezeichnet werden möge, im 
Sinne der Aequivalenz-Bestimmung X’ als homogene lineare Function von 
F,, F,,.... F, darstellbar sein. Dies kann zugleich als Definition für die 
Stufenzahl m einer reinen Form F gelten, wenn nur noch hinzugefügt wird, 
dass keine kleinere Zahl als m bei jener Darstellung ausreicht. Die all- 
gemeine auf Formen aller Stufen bezügliche Aequivalenz-Bestimmung X’ 
ist ebenso wie jene speeiellere X’, welche für Formen erster Stufe gegeben 
worden ist, mit der früheren auf die Transformation gegründeten Definition 
der Aequivalenz in genauer Uebereinstimmung; sie gestattet auf Grund der 
Entwickelungen in den $$ 20 und 21 und nur, wie dort, mit Ausschliessung 
der Formen, die mehrfache Factoren enthalten, die Aufstellung des allge- 
meinen Satzes über die Zerlegung ganzer algebraischer Formen in ihre 
irreductibeln Factoren der verschiedenen Stufen, welcher als ein Hauptresultat 
hervorzuheben ist: 

XII’. Jede ganze algebraische Form ist im Sinne der absoluten Aequi- 
valenz X’ als Produet von irreduetibeln Formen (Primformen) dar- 
stellbar, und zwar nur auf eine einzige, also völlig bestimmte Weise. 

Dieser Satz zeigt, dass die Fundamentalgesetze der gewöhnlichen 


Zahlen auch in der allgemeinsten Sphäre algebraischer Grössen — bei Asso- 
ciation der algebraischen Formen — noch Geltung behalten, und er legt 


zugleich jenes allgemeine Resultat der Eliminations - Theorie, welches in 
$ 10 entwickelt worden ist, in dem umfassenderen Sinne der arithmetischen 
Theorie der algebraischen Grössen dar. Denn wenn @, @", @", ... ganze 
ganzzahlige Functionen von n—1 unabhängig veränderlicehen Grössen W, 
WR”, ... und U’, U”, U”,... die verschiedenen Produete von Potenzen 
unbestimmter Grössen «, «, «",... bedeuten, so ist 

(FF @U+@U"’+@"U"+... 
nach $ 15, I eine ganze rationale Form des Bereichs [W, R”,%”,...], und 
dureh die Gleichung 

a@U+@"U’+E"U"+.. = 0, 
welche das Gleichungssystem 

oo) Ar Fit eh ..% 

repräsentirt, werden nach $ 10 algebraische Beziehungen zwischen den Ver- 
änderlichen R hergestellt, deren nähere Darlegung a. a. Ö. als die Aufgabe 
der Eliminations - Theorie bezeichnet ist. Wird nun die Form (F) nach 
XIII’ als Produet von Primformen dargestellt, so sind diese insofern von 
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zweierlei Charakter, als die einen für besondere Werthe der Variabeln N 
gleich Null werden, die anderen aber nicht. Zu den letzteren gehören z. D. 
Primzahlen, welche etwa Divisoren von (F) sind. Die ersteren Primformen 
aber, welche nur von den ersten n—1 Stufen sein können, ergeben, gleich 
Null gesetzt, die verschiedenen irreduetibeln Resolventen des Gleichungs 
systems (@), und die Systeme von Gleichungen, welche dadurch entstehen. 
dass die einzelnen Coefficienten je einer der Primformen g„leich Null ow 
setzt werden, bilden die einzelnen, den verschiedenen Stufen angehörigen 
irreduetibeln Theile jenes ursprünglichen Systems (@). 


Die Association der ganzen algebraischen Formen, zu welcher die 
weitere Ausbildung jenes „methodischen Hiülfsmittels der unbestimmten 
Coeffieienten“ geführt hat, bewirkt, wie das obige Hauptresultat XIII" zeigt. 
„die Erhaltung der Begriffsbestimmungen und Gesetze beim Uebergang vom 


Rationalen zum Algebraischen“, welche im Anfange des $ 20 als Forderung 


aufgestellt worden ist; sie gewährt den „einfachsten“ erforderlichen und hin 
reichenden Apparat, um die arithmetischen Eigenschaften der allgemeinsten 
algebraischen Grössen „vollständig“ und „auf die einfachste Weise“ darzu 
legen. Die hervorgehobenen Ausdrücke sind dem ersten Satze von Ilerrn 
Kirchhoffs Mechanik entnommen, in welchem als die Aufgabe der Mechanik 
bezeichnet wird, die in der Natur vor sich gehenden Bewegungen vollständig 
und auf die einfachste Weise zu beschreiben. In dem Worte „beschreiben‘ 
wird hierbei mit Recht ein Hinweis auf den zu benutzenden wissenschatft- 
lichen Apparat gegeben, und die Kirchhoffsche Forderung der Einfachheit 
ist ebensowohl auf die Mittel der Beschreibung als auf diese selbst zu be 
ziehen. An sich könnte freilich die einfachste Darlegung mechanischer 
Vorgänge, auch wenn sie die ausgebildetsten Mittel der Analysis in Anspruch 
nimmt, genügend erscheinen, aber jener andere Vorzug der einfachsten Mittel, 
wie ihn Dirichlets Aufsatz über die Stabilität des Gleichgewichts *) zeigt, 
erfüllt, was die zweite Kirchhoffsche Forderung im höheren Sinne verlangt, 
dass die einfachsten Quellen der Erkenntniss aufzusuchen sind. 

Die Association der Formen hat in der arithmetischen Theorie der 
algebraischen Grössen genau dieselbe Nothwendigkeit für sich wie die 


*\) Journal f. Mathematik Bd. 32, S. 85. 
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Association der imaginären zu den reellen Grössen in der Analysis und ist 
überhaupt in vielfacher Hinsicht damit vergleichbar. Ganz ähnlich wie die 
Linie der reellen Zahlen durch die „laterale Einheit“*) zur Ebene der eom- 
plexen Zahlen sich ausdehnt, wird ein Grössenbereich [R, R”’, %",...] durch 
die Unbestimmten der ganzen algebraischen Formen gewissermassen in Bezug 
auf seine „Dimension“ erweitert, und genau ebenso wie der biquadratische 
Itestcharakter in der Linie der reellen Zahlen nur von Punkten zu beiden 
Seiten derselben zu erkennen ist, sind die Gesetze der Erscheinungen an 
der Grenze des Formengebietes, welche durch den ursprünglichen Grössen- 
bereich gebildet wird, in der einfachsten Weise nur von Standpunkten aus 
darzulegen, welche im Innern des Gebietes der den Grössen associirten 
Formen liegen. So wie es ferner wohl angeht, die Eigenschaften der Func- 
tionen von z+y# auch als solcher von x und y „vollständig“ zu entwickeln, 
so können auch an Stelle der Formen erster Stufe die Systeme ihrer Coeffi- 
eienten als Modulsysteme nach $ 21 „vollständig“ behandelt werden. In 
dem einen wie im anderen Falle würde jedoch bei solcher Behandlungsweise 
der zweiten Kirchhoffschen Forderung nicht genügt und das Wesentlichste 
der Einsicht und Erkenntniss entgangen sein. 

Wenn einerseits die Zweckmässigkeit der Association der Formen 
dureh die fast überraschende Einfachheit und Allgemeinheit der erzielten 
Resultate dargethan wird, so erscheint sie andererseits bei Bereichen mit 
variabeln Grössen N auch vollkommen angemessen, weil die hinzugefügten 
algebraischen Gebilde ganz in der Sphäre der Betrachtung bleiben, und 
zwar so sehr, dass es vielmehr Sorgfalt erfordert, die Unbestimmten der 
Formen (x) von den Unbestimmten oder Variabeln (R), welche die Elemente 
des Bereichs bilden, nach ihren ganz verschiedenen Stellungen in der Ent- 
wickelung gehörig aus einander zu halten**. Aber für die aus dem ab- 
soluten Rationalitäts- Bereich N=1 hervorgehenden Gattungs-Bereiche, d. h. 
also für Bereiche algebraischer Zahlen, hat die Association der Formen mit 
ganzen algebraischen Coeffieienten auf den ersten Blick etwas Fremdartiges: 
jedoch braucht man nur an die Gausssche Einführung der quadratischen 
Formen in die reine Arithmetik zu erinnern, um den Schein des Fremdartigen 
aufzuheben. Vor Gauss kannte man nur quadratische Formen der Zahlen; 

*) Gauss Werke Bd. II, S. 178. 


*#*) ]n $S 10 kommt eine ähnliche Unterscheidung zwischen den Variabeln s und 
Sr . 
ul Vor. 
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erst Gauss hat bei den quadratischen Formen den früheren beschränkten 
Gesichtspunkt, bei welchem nur die Darstellbarkeit der Zahlen ins Auge 
gefasst wurde, fallen gelassen und Formen mit wirklichen „Unbestimmten‘ 
(indeterminatae) in die Arithmetik eingeführt. Diese ganz neue und von 
der früheren völlig abweichende Auffassung der quadratischen Formen ist eim 
der bewundernswerthesten Conceptionen seines weit- und scharfbliekenden 
Geistes. Welche Wichtigkeit er selbst der Einführung der Unbestimmten 
in die Arithmetik beigelegt hat, zeigt sich an vielen Stellen seiner neuen. 
in ihren Haupttheilen darauf gegründeten, systematischen Behandlung dei 
quadratischen Formen, und es sind namentlich die späteren Theile der Ent 
wickelung, die Composition der Formen, die Darstellung der ternären dureh 
binäre Formen, welche darauf beruhen. Die Nebenstellung, welche Gauss 
den Unbestimmten x, y in der Form ar’+2bxy+ ey’ anweist, charakterisir 
er gleich Anfangs durch die Bezeichnung (a, b, ec), welehe er für die Form 
einführt. Und in der T'hat könnte die ganze Gausssche Theorie der binären 
quadratischen Formen az +2bry-+cy’, nachdem die Aequivalenz dureh 
die Transformationsgleichungen der Coefficienten erklärt ist, als eine T’heorie 
der Systeme von drei Zahlen (a, b, e) aufgefasst und behandelt werden: abe: 
wenn man so das hechnungs-Substrat der Unbestimmten z und y ganz wer- 
liesse, würde die Uebersicht der Operationen und Resultate bedeutend 
schwert sein, und es würden auch wesentliche theoretische Gesichtspunkte 
damit verloren gehen. — Diese Darlegung kann auch zugleich als erläu- 
terndes Beispiel für das oben erwähnte Verhältniss dienen, in welchem eine 
Theorie der abstracten Modulsysteme zur Theorie der mit dem Rechnungs- 
Substrat der Unbestimmten versehenen Formen steht. 

Irgend eine Art der Association ist erforderlich; entweder der „analy 
tische‘ oder der „dimensionale* Charakter der algebraischen Grössen muss 
erweitert werden, wenn beim Uebergange von der rationalen zur alge 
braischen Sphäre die Gesetze bezüglich der Zerlegung in Faetoren voll- 
ständige Geltung behalten sollen. Während in der obigen Association der 
Formen eine dimensionale Erweiterung des ursprünglichen Grössenbereichs 
liegt, enthält jene Art der Association, welche in $ 19 erwähnt worden ist. 
eine Modification des analytischen Charakters; denn die Weierstrassschen 
transcendenten Primfunctionen waren den algebraischen Funetionen einer Va 
riabeln, und die singulären Moduln der elliptischen Funetionen waren den 
aus Quadratwurzeln „ebildeten, also durch Kreistheilungsgrössen rational 
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darstellbaren, algebraischen Zahlen zu associiren. Auch die Kummerschen 
idealen Zahlen sind, wenigstens begrifflich, associirte Gebilde, und dass hier- 
bei. wie bei der obigen Association der Formen, an Stelle der Gleichheit eine 
sewisse Aequivalenz tritt, findet sich ganz ebenso bei jeder stufenweisen Ge- 
bietserweiterung der Arithmetik*), welche durch das Hinzunehmen neuer 
(Grebilde, also durch „Associiren“ erfolgt. 


$ 23. 
Die relative Aequivalenz der ganzen algebraischen Formen. 

Im vorigen Paragraphen ist ein ganz beliebiger Rationalitäts-Bereich 
zu Grunde gelegt und von jeder Unterscheidung der natürlichen und Gattungs- 
Bereiche abgesehen worden; es war dies nicht nur zulässig, sondern auch 
angeınessen, um deutlich zu zeigen, dass die dort gegebenen Entwiekelungen 
keinerlei Unterscheidung zwischen rationalen und algebraischen Funetionen 
erheischen. Aber für die in diesem und in den folgenden Paragraphen ent- 
haltenen Darlegungen ist eine solche Unterscheidung wesentlich, und es soll 
für dieselben desshalb ein natürlicher Rationalitäts- Bereich [W, MW’, WW, ...] 
und eine bestimmte daraus hervorgegangene Gattung & und Species © alge- 
braischer Grössen von vorn herein festgesetzt werden. Nunmehr lässt sich 
nach dem Kummerschen Prineip der Aequivalenz (vgl. $ 19) für die allge- 
meinsten ganzen algebraischen Formen in analoger Weise, wie es in $ 19 
für die algebraischen Zahlen und Divisoren erster Stufe geschehen ist, der Be- 
griff relativer (durch die besondere Art S bedingter) Aequivalenz aufstellen. 

I. Zwei Formen irgend welcher Stufe sind relativ äquivalent, wenn 

beide, mit derselben Form zusammengesetzt ($ 22, V), einer ganzen 
algebraischen Grösse der Art ©, also einer nach $ 15, V der 
Hauptelasse zugehörigen Form absolut äquivalent sind. 
Die hier aufgestellte Bedingung der relativen Aequivalenz ist stets hin- 
veichend, aber nur für Formen erster Stufe zugleich nothwendig, und es 
wird unten (I) für Formen höherer Stufen die allgemeinere gegeben werden. 
Aber um dahin zu leiten, muss diese erste beschränktere Bedingung noch 
etwas modifieirt werden. 

Zwei Formen F und F,, welche die aufgestellte Bedingung erfüllen. 

müssen Gleichungen | 
FF.9= IP, FFrB-KÄF 
*) Gauss Werke Bd. II, S. 175. 
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senügen, in denen X, X’ ganze algebraische Grössen und F,$, 7, $P', 7 
vanze algebraische Formen der Species © bedeuten, von denen die vier 
letzteren eigentlich primitiv sind. Hieraus folgt die Relation FX'PV = FXp' VW, 
oder also, da PP’ und $’P eigentlich primitive Formen der Speeies S sind 
die absolute Aequivalenz FX'coF'X, und zwar in dem engeren Sinne, welchen 


bei der Benutzung der absoluten Aequivalenz für die relative überhaupt durch 


weg festzuhalten ist”), dass die primitiven — als Faetoren zur Verwand 
lung der Aequivalenz in eine Gleichung dienenden — Formen ebenfalls 


der für den Begriff der relativen Aequivalenz massgebenden Species ange 

hören. lechnet man nun zur Hauptelasse der Formen von © alle diejenigen. 

welche den (schon nach $15, V dazu gehörigen) ganzen algebraischen 

Grössen der Species © in dem angegebenen engeren Sinne absolut äquiva- 

lent sind, so kann an Stelle der obigen Definition I eine Modifieation der 

selben gesetzt werden, welche der in $22, X’ gegebenen Begriffsbestimmung 
der absoluten Aequivalenz vollkommen analog ist. 

'. Ganze algebraische Formen sind relativ äquivalent, wenn sie sieh 

nur durch Factoren von einander unterscheiden, welche der HHaupt- 

classe angehören. Im Sinne der relativen Aequivalenz verhalten 





sich also Formen der Hauptelasse wie Einheiten. 

Diese Begriftsbestimmung der relativen Aequivalenz reieht auch für 
Formen höherer Stufe aus, wenn man darin die weiteren und allgemeine- 
ren, in$22, VII und X’ 
absoluten Aequivalenz für die engeren ($ 15, V u. $ 22, X’) substituirt. 


gegebenen Bestimmungen der Hauptelasse und der 
Für die Formen erster Stufe ergeben sich ferner den in $22, II und X 
aufgestellten Bedingungen der absoluten Aequivalenz entsprechende, nämlich: 
Il. Zwei ganze algebraische Formen erster Stufe F, F' sind relativ 
äquivalent, wenn die Coefficienten von F, multiplieirt mit einer 

ganzen algebraischen Grösse X’ und die Coeffieienten von F’, mul 

tiplieirt mit einer ganzen algebraischen Grösse X, so beschaffen 

sind, dass sich die einen als homogene lineare Funetionen «der 

anderen und zwar so darstellen lassen, dass die Coetfieienten der 


a 


linearen Ausdrücke zum festgesetzten Art-Bereieh (5) gehören. 


*) Auch oben im $ 19 (S. 64) ist die bei der relativen Aequivalenz benutzte ab 
solute Aequivalenz der algebraischen Divisoren in dem engeren Sinne zu nehmen. dass 
der Zähler je eines algebraischen Divisors, dividirt dureh den andern Divisor, zleieh 
einer ganzen algebraischen Form der festgesetzten Art wird. 


ww 
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Ill. Lineare ganze algebraische Formen erster Stufe sind relativ äqui- 
‚alent, wenn sie, multiplicirt mit je einer ganzen algebraischen 
Grösse der Art ©, durch lineare Substitutionen mit ganzen, dem 
Art-Bereich (©) angehörigen ÜOoeffiecienten in einander transformirt 
werden können. 

Die Aufstellung analoger Transformations-Bedingungen für die relative 
Aequivalenz von Formen höherer Stufen muss noch vorbehalten bleiben. 
Diese Bedingungen werden sich wohl einfacher aus derjenigen Auffassung 
ergeben, welche in $ 25 dargelegt ist, wonach ganze algebraische Formen 
mir Stufe eines Bereichs mit n—1 Variabeln N durch ganze rationale Formen 
(m-+-1)'er Stute eines Bereichs mit n Variabeln NR zu ersetzen sind. 

\ 
$ 24. 

Die Fundamentalformen, insbesondere die linearen des algebraischen Zahlenreichs. 

Um zu zeigen, dass die Darlegung der allgemeinen Eigenschaften der 
ganzen algebraischen Formen nur die einfachsten Mittel und namentlich 
keinerlei formalen Apparat erfordert, ist bisher von jeder „Reduetion“ der 
Formen abgesehen worden. Nunmehr soll aber eine solche heduetion auf 
gewisse „Grundformen“ angegeben werden, um einige speciellere Entwicke- 
lungen daran knüpfen zu können. 

Multiplieirt man die Elemente eines Modulsystems (NM, 7’, M",...) 
der Gattung © mit den sämmtlichen Elementen eines Fundamentalsystems 
von (Ö), so resultirt ein äquivalentes Modulsystem (M,, My, M,',...), welches 
die Eigenschaft hat, dass jede das Modulsystem M, enthaltende ganze Grösse 
des (rattungs-Bereichs © sich als homogene lineare ganze Function von 
M\. Mj, Mi, .... mit ganzen dem Rationalitäts- Bereich [R, WR", RW", ...], 
also dem Stammbereich angehörigen Covefficienten darstellen lässt. Alle durch 
diese Eigenschaft charakterisirten Systeme M, — und es existiren solche auch 
in jeder besonderen Species © — gestatten hiernach eine speciellere als die 
bisher angewendete Darstellungsweise, bei welcher Coeffieienten der Gattung 
oder der Species selbst zugelassen wurden, und wenn diese auch, wie sich 
zeigen wird, von besonderem Interesse ist, so darf man sich .doch nicht auf die 
Anwendung der specielleren Systeme M, beschränken, weil man sich dadurch 
mannigfacher Vortheile begeben würde. Die Systeme M, können nach der 
in $$ 6 und 7 angegebenen Weise auf äquivalente mit möglichst wenig 
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Elementen redueirt werden, und die Anzahl der Elemente dieser redueirten 
Systeme ist für W=1 immer gleich », d. h. gleich der Zahl, welche die 
Ordnung der Art © bezeichnet. Irgend eine daraus gebildete Form, d. h. 
also eine Form, deren Coeffieienten die Elemente jenes Modulsystems (M,) 
sind, soll als „Grundform“ oder „Fundamentalform“ bezeichnet werden. line 
Form, deren Coefficienten die verschiedenen Elemente eines Fundamental 
systems der Species © sind, ist demnach eine „eigentlich primitive Funda- 
mentalform“. 


Für den Fall des absoluten Rationalitäts-Bereichs R = 1, auf welchen 
jetzt näher eingegangen werden soll, existiren für alle Formen äquivalente 
lineare Grundformen von » Gliedern 

ur +u "+. Hu) Er, 
in welchen x’, x”, x”, ... ganze algebraische Zahlen des Art-Bereichs (©) 
bedeuten. Dies geht unmittelbar aus den vorstehenden allgemeineren Aus- 
einandersetzungen hervor; doch soll die dem Gedanken nach höchst einfache 
Entwickelung, welche zu solchen Grundformen führt, zur besseren Ueber- 
sicht für den vorliegenden elementarsten Fall X =1, hier noch ausführlich 
dargelegt werden. 

Bedeuten r', £", £", ... irgend welche ganze algebraische Zahlen eines 
(Grattungs-Bereichs (6), von denen wenigstens eine, z.B. r', zur Gattung © 
selbst gehört und also von der Ordnung » ist, so bilden nach $5 die ganzen 


KR]; 
. 


ganzzahligen Functionen von x’, x", x”, ... einen bestimmten mit [x’, x", x". .. . 


zu bezeichnenden Art-Bereich (S) des Gattungs-Bereichs (6); die komogenen 


‚n 72 


ganzen Funetionen von rt, x”, X", ..., d.h. diejenigen, welche bei der Dar- 
stellung als ganze Functionen kein von r, r", x”, ... unabhängiges Glied 
haben und also homogene ganze lineare Funetionen der Grössen r mit 
Coeffieienten des Art-Bereichs (5) sind, füllen entweder den ganzen Bereich 
(S) aus, oder sie bilden einen Theilbereich (S) von (&). Da schon die 
n'® Potenz jedes der Elemente x sich als ganze ganzzahlige Funetion n—1 te 
Grades von x darstellen lässt, so genügen alle diejenigen Produete von 
Potenzen der Elemente r, in welchen der Exponent kleiner als » ist, um 
jene homogenen Functionen sämmtlich als homogene ganze ganzzahlige 
lineare Funetionen derselben auszudrücken. Bezeichnet man diese neuen, 


zur linearen Darstellung ausreichenden Elemente mit X, Xu, Lu , - . -. So bildet 
13* 
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das System (to, X, Zu „+. .) ein Modulsystem von jener besonderen schon 
oben erwähnten Beschaffenheit, vermöge welcher sich jede das Modulsystem 
enthaltende Zahl der Art © als homogene lineare Function der Elemente 
mit ganzzahligen, also dem Stammbereich R = 1 angehörigen Coeffieienten 
darstellen lässt, und es ist auch für den Zweck dieser besonderen Darstellung 
offenbar jedem anderen (X, &ı, £ı ,...) äquivalent, welches die Eigenschaft hat, 
dass jedes der Elemente des einen Systems eine homogene ganze ganzzahlige 
lineare Function des anderen ist. Denkt man sich nun in dem System 
(or Kos Kos...) Jedes der Elemente als homogene lineare Function von irgend 
welchen » derselben X, X, -.. 26”, die nur linear unabhängig sein müssen, 
dargestellt, so sind die Coeffieienten rationale, ganze oder gebrochene Zahlen; 
und wenn man in allen diesen Ausdrücken die ganzzahligen Coefficienten 
durch Null ersetzt und die gebrochenen Coeffieienten auf die durch ganz- 
zahlige Differenzen von ihnen verschiedenen, positiven, echten Brüche redu- 
eirt, so resultirt ein äquivalentes System (X, Kos +. 269, 20°, ...), welches die 
ersten a Elemente mit dem ursprünglichen System gemein hat. Falls dieses 
System überhaupt noch aus mehr als » Elementen besteht, so muss der 
lineare Ausdruck von x"? durch %, Xu. - . . XS” wenigstens eines dieser 
rn Eiemente, z. B. x,, wirklich enthalten. Der Coeffieient von x, in dem 
linearen Ausdrucke ist dann ein cchter Bruch, und es ist also die Diseri- 
minante der » ganzen algebraischen Zahlen %, % , - - . x”*” kleiner als 
die Diseriminante der ersten » Elemente x, Xu, --- 25”. Da nun schon in 
dem System (Xı, Lo, Lo, -..), von welchem ausgegangen wird, die ersten 
» Elemente als diejenigen angenommen werden können, deren Diseriminante 
möglichst klein ist, so lässt sich das Resultat der obigen Deduetion dahin 
formuliren, 
dass ein System von a+1 oder mehr ganzen algebraischen Zahlen 
(Eos Zus Lo „ -..) entweder durch ein solches ersetzt werden kann, 
welches nur z» von den Elementen x, enthält, oder durch ein solches, 
in welchem eine der Diseriminanten kleiner ist als die kleinste von 
allen, die aus den Elementen des ersteren Systems zu bilden sind. 
Da indessen die Möglichkeit der Verkleinerung der Diseriminanten einmal 
aufhören muss, so folgt schliesslich, dass jedes Modulsystem von ganzen 
algebraischen Zahlen ze Ordnung (X, X, &ı > ---) durch ein Fundamental- 
system (2, x”,... x) von nur rn Elementen zu ersetzen ist. Für den 
Fall, dass die Zahl Eins das fundamentale Modulsystem (x, ©", ... x) 
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enthält, ist dasselbe ein Fundamentalsystem der Art © oder des Art- 
Bereichs (©). 

Wird der Inhalt der vorstehenden Auseinandersetzungen gemäss $ 22 
von den „Modulsystemen“ auf die „Formen“ übertragen, so ergiebt sich, 
dass in dem hier behandelten Falle jede Grundform einer linearen mit nur 
n Coefficienten absolut äquivalent ist, und es kommt damit für die Theorie 
der ganzen algebraischen Formen, welche aus dem absoluten Rationalitäts- 
Bereich W = 1 hervorgehen, ein neues Klement der Entwickelung hinzu. 
Um dies näher darzulegen, soll hier eine kurze übersichtliche Aufstellung 
dieser Theorie folgen, welche auch zeigen mag, dass die allgemeineren 
Resultate sich in der Anwendung auf diesen besonderen Fall vollständig 
bewähren. 

Aus dem absoluten Rationalitäts-Bereich der rationalen Zahlen geht 
das Gesammtreich der ganzen algebraischen Formen hervor, deren Coef- 
fieienten irgend welche ganze algebraische Zahlen sind. Alle ganzen ratio- 
nalen Funetionen von Formen des bezeichneten Formenreichs, speeciell auch 
alle ganzen algebraischen Zahlen, gehören selbst dazu, und man bleibt also 
bei jeder ganzen rationalen Operation innerhalb des bezeichneten Gebiets. 
Diesem gesammten Formenreiche selbst, nieht den einzelnen Gattungs- und 
Art-Bereiehen von ganzen algebraischen Formen, welche dasselbe in sich 
schliesst, gehören die Begriffe des Conjugirt-Seins, der Norm*), des Ent- 
halten-Seins und der absoluten Aequivalenz der Formen an, den einzelnen 
Art-Bereichen aber die Begriffe der relativen Aequivalenz und der Funda- 
mentalform, und für den Begriff der Irreduetibilität der Form ist der Gat- 
tungs-Bereich massgebend. 

Eine ganze rationale Form ist primitiv, wenn ihre Coetfieienten nicht 
sämmtlich einen gemeinsamen T'heiler haben; eine ganze algebraische Form 
ist primitiv, wenn ihre Norm primitiv ist. In dem hier betrachteten Formen- 
reiche sind alle primitiven Formen eigentlich primitiv. Die algebraischen 
Einheiten werden von der Gesammtheit der primitiven Formen mit umfasst. 
welche oben auch als Einheitsformen bezeichnet wurden. Eine Korm F ist 
in einer anderen Form F, enthalten, wenn jeder Coeffieient von F, sich als 
eine ganze lineare homogene Function der Coefficienten von F so darstellen 
lässt, dass die Coeffieienten dieser Funetion ganze algebraische Zahlen 


*) Nur der Begriff der „Partialnorm“ gehört der einzelnen Gattung an. 
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werden (vgl. $ 22, I und $ 21, ID. Die zweite hiermit sich völlig deckende 
Begriftsbestimmung für das Enthalten-Sein von F in F, ist hier fast wörtlich 
nach $ 22, IX’ anzufügen: Eine Form F ist in F, enthalten, wenn eine 
primitive Form (Einheitsform) E existirt, für welche das Produet E.F, durch 
F, im gewöhnlichen Sinne des Wortes, theilbar wird. Zwei Formen sind 
absolut äquivalent, wenn sie sich gegenseitig enthalten. Jedes der Coef- 
fieienten-Systeme äquivalenter Formen ist also durch das andere in linearer 
homogener Weise mit ganzen algebraischen Coeffieienten darstellbar, und 
der Quotient von zwei äquivalenten Formen ist gleich dem Quotienten von 
zwei primitiven, Dass Formen mit denselben Coeffieienten, die sich also 
nur durch die Unbestimmten von einander unterscheiden, absolut äquivalent 
sind, folgt unmittelbar aus der ersteren der beiden Aequivalenz-Bedingungen. 
Jede primitive Form (Einheitsform) ist äquivalent Eins, also eine „Einheit“ 
im Sinne der absoluten Aequivalenz. In demselben Sinne ist alsdann eine 
Form F, die in F, enthalten ist, als ein T'heiler von F,, und eine lineare 
homogene Funetion von zwei oder mehreren Formen  F'’+u"F"+... mit 
den unbestimmten Coeffieienten «', «@',... als der grösste gemeinschaftliche 
Theiler von F’, F”, ... zu bezeichnen. 

Bei Festsetzung eines bestimmten Gattungs-Bereichs (®) ist jede ganze 
algebraische Form nach $ 22, XIII einem unveränderlichen Produet irre- 
duetibler Formen (Primformen) äquivalent. Bei Festsetzung eines bestimmten 
Art- Bereichs (5) der Ordnung » ist jede ganze algebraische Form einer 
linearen Grundform desselben Bereichs absolut äquivalent, also auch speciell 
einer solchen, die eine lineare Function von nur » Unbestimmten «, «", ... u” 
mit ganzen algebraischen dem Art-Bereich (S) angehörigen Zahleoeffieienten 
ist, und es soll fernerhin in diesem Paragraphen der Ausdruck „Grundform“ 
nur in der angegebenen engeren Bedeutung gebraucht werden. Primitive 
lineare Grundformen sind diejenigen, deren Coefficienten ein Fundamental- 
system des Art-Bereichs (5) bilden und zwar ein solches von nur » Elementen. 
Ist eine lineare Grundform F in irgend einer Form F, enthalten, so lässt 
sie sich nach $ 22, IX in F, dadurch transformiren, dass für die Unbestimmten 
von F ganzzahlige Formen mit den Unbestimmten von F, substituirt werden, 
d. h. Formen, deren Coeffieienten gewöhnliche ganze Zahlen sind. Wenn 
F, ebenfalls eine lineare Grundform ist, so sind auch die substituirten Formen 
linear, und es findet daher die Transformirbarkeit in dem gewöhnlichen 
Sinne des Wortes statt, dass die Form F in F, durch eine lineare ganz- 











Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 103 


zahlige Substitution übergeführt werden kann. Für die absolute Aequivalenz 
linearer Grundformen ergiebt sich hieraus als nothwendige und hinreichende 
Bedingung, dass die eine in die andere durch eine ganzzahlige Substitution 
mit der Determinante Eins transformirt werden kann. Die Vergleichung 
mit der obigen auf die Composition gegründeten Aequivalenz-Bedingung 
fiihrt daher zu dem Schluss, dass die Existenz einer Transformation von 


zu” 2” in Z0”y® (k=1.2...m 
k 
dureh eine Substitution 
u) = co” Bei. 
k 
oder 
y — 20,0 (h,k=1,2,...%) 


mit ganzzahligen Coefficienten e, deren Determinante gleich Eins ist, zugleich 
die Eoieiene von zwei primitiven Formen E, E’ mit den Unbestimmten «, 
v bedingt, für welche die Gleichung 
wWa+u "+ +u" ac"). E = (vy+o'y’ +40 y")),.E' 
besteht. Eine solche en begründet nach $ 15 die Aequivalenz der 
beiden aus den Linearformen gebildeten Divisoren 
mod [we +" x" +... + u 2] SD mod ey’ +e" y" Hr +) y]. 
und die Entwickelungen a. a. O. geben äne Mittel, geeignete primitive 
Formen E und E’ zu bestimmen. Das Produet 
Wac+u x +. +um: irre en ey") 
muss nämlich durch e’y+e’y’ + +cy“ theilbar und der Quotient alsdann, 
ebenso wie die mit Fm bezeichnete Fe primitiv sein. Do sind, um ein ein- 
faches Beispiel aus der durch Y—31 bezeichneten Speeies ganzer algebrai- 
scher Formen anzuführen, die drei Formen 
bu+(2 +Y—-31)wW, (1+3Y—-31)vo+(1-27-31)o, 5eo+(1-2Y—31)w' 
einander absolut äquivalent. Nur die ersten beiden sind Grundformen der 
Species, die dritte gehört einer darin enthaltenen Species an; desshalb sind 
auch die Substitutions-Coeffiecienten bei den T'ransformationen der ersten 
beiden in einander und in die dritte gewöhnliche ganze Zahlen, aber bei 
der Transformation der dritten in eine der beiden ersten sind es ganze alge- 
braische Zahlen der Species. In der That sind 


u=—-v4r v=2utuU u=w+tw vo =u+2(6+17—31)w 


3 b , 
u=37r—-2%r v’=- But “= —2w' vo = (4—Y-—-31)w 
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die betreffenden Substitutionen, und die Gleichung 


5u +2 +y—3H)u" 5a +(2+Yy—31)wWo+(l +2yY— 31) ue' — (12— Y—31u'v) 
50 +(1 —2y— 31)v' 50° + 20v’ + 250" 

legt den Quotienten der ersten und dritten Form als Quotienten von zwei 
primitiven Formen dar. 

Die ganzen algebraischen Zahlen der Art © und alle ihnen absolut 
äquivalenten Formen bilden die Hauptelasse derselben. Zwei Formen der 
Art © sind einander relativ äquivalent, wenn sie, mit Formen der Haupt- 
classe multiplieirt, einander absolut äquivalent werden, d. h. also wenn sie 
sich im Sinne der absoluten Aequivalenz nur durch algebraische Zahlfaetoren 
von einander unterscheiden. Im Sinne der relativen Aequivalenz verhalten 
sich also die Formen der Hauptelasse wie Einheiten (vgl. $ 23, T'). Die 
(sesammtheit unter einander relativ äquivalenter Formen bildet je eine 
Formenelasse der Art ©. Nach der zweiten, in $ 23, II gegebenen Defi- 
nition sind zwei Formen relativ äquivalent, wenn die Verhältnisse der Coef- 
fieienten je einer derselben in diejenigen der Coeffieienten der anderen durch 
eine lineare Substitution mit ganzen algebraischen Zahleoeffieienten des Art- 
;ereichs (©) transformirbar sind. Wendet man diese Aequivalenz-Bestimmung 
auf die linearen Grundformen mit » Coeffiecienten an, so ergiebt sich als noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 

cite relat. aequ. vo" y" Hr Hey” 
ist, die Existenz einer Substitution 
a: 0:0) — Zcuy" : Sc, y" Ei Zcuy” (= 1,2,..n), 


bei welcher die »° Coeffieienten e ganze Zahlen mit der Determinante Eins 
sind. Diese Aequivalenz-Bedingung ist besonders hervorzuheben, insofern 
eine völlig neue Auffassungs- und Behandlungsweise der ganzen algebraischen 
Zahlen eines bestimmten Art-Bereichs (S) darauf gegründet werden kann. 
Die ganze 'T'heorie charakterisirt sich dann als eine solche der Proportionen 
von » Zahlen der festgesetzten Species, welche begrifflich in Systeme zu- 
sammen zu fassen sind. Ich beabsichtige in einer nächsten Abhandlung, 
in welcher ich die speeiellere "Theorie der ganzen algebraischen Zahlen ent- 
wickeln werde, auch auf diese Theorie der Proportionen näher einzugehen. 
und bemerke hier nur noch, dass ich dureh meine Untersuchungen über die 
singulären Moduln der elliptischen Füunetionen zuerst auf den hier ange- 
ebenen Gesichtspunkt aufmerksam geworden bin; denn dort drängten sich 
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mir die (im Allgemeinen) gebrochenen, durch Gleichungen ax’ +bxr-+c = 0 
definirten algebraischen Zahlen x, also die Verhältnisse zweier ganzen alge- 
braischen Zahlen bestimmter Art, als Gegenstand arithmetischer Behandlung 
auf, und zwar in der Weise, dass die Aequivalenz-Bestimmung zweier durch 
die Gleichungen ar’ +bz+c=V0, a,2,+b,2,+c,= 0 erklärten algebraischen 
Zahlen z und x, mit derjenigen der quadratischen Formen (a, b, ec). (@,. b,, ©\) 
übereinkommt. 

Gemäss der dritten in $ 23, III aufgestellten Definition sind zwei 
lineare Grundformen (von » Gliedern) relativ äquivalent, wenn sie nach 
Multiplieation mit ganzen algebraischen Zahlen der Species S durch lineare 
Substitutionen, deren Coefficienten gewöhnliche ganze Zahlen sind, in ein- 
ander transformirt werden können. Diese Definition ist unmittelbar auf die 
zerlegbaren homogenen Formen »!" Grades anzuwenden, welche aus den 
linearen Grundformen entstehen. Es seien nämlich 


! ’ n } ' n n 
u'c+ u ” 4 Run + u Er, ey + u y’+ ade 4 y y' ) 


einander relativ äquivalente lineare Grundformen der Species ©: ferner 
seien x", y’ ganze algebraische Zahlen der Species S, und es gehe 

yY (Wa +u" a" +. +u) x) 
in 

a (ey Hey" ++ yr) 
mittels einer Substitution 

u" = CV +c.0" +++ c,,0”) 001,2... 
über, bei welcher die »° Substitutions - Coefficienten e,; gewöhnliche ganze 
Zahlen mit der Determinante Eins sind, so dass die Gleichung 


(A) y.Zu 2) = AP a ha (h,k=1, 2 ' 
h 


unter der Transformations-Bedingung 


'Bı\ (h) — „(%) » 
(bB) u = Ct „ ie 


— 1 ( k 2 nn 


hk 
besteht. Wird nun in (A) auf beiden Seiten die Norm genommen und zur 
Abkürzung 
Nmnz’=X, Nmy’=Y, 
ferner gemäss den Bezeichnungen in $ 14: 
Nn (We + u" "+. +u")2cm) = P.Fm(wW x +u" "+... + um 2”), 


Nm (v' y'+ v’y + ER + 9) y) .— 0. Fm ( u y-+ ve’ y + FRE 4 9") y“ 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 14 
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gesetzt, so resultirt die Gleichung 
P.Y.Fm Wa +u + +u")am) = 0.X.Fm (ey Ho" y" Hr Hey), 
und es muss daher, da beide mit Fm bezeichneten Formen primitiv sind, 
Fn (Wa +u" + Hure) = Fame y+Ho’y" + +) y) 
sein, d. h. die eine dieser Formen muss in die andere durch die Substitution 
B\ übergehen. Die primitiven Formen 
Fm(Wac+u" "+ +u ac) 
sind nichts Anderes als die „allgemeinen, in Linearfactoren zerlegbaren, homo- 
genen ganzen ganzzahligen Formen mit einer ihrer Dimension gleichen Anzahl 
von Unbestimmten“; es sind dies diejenigen Formen, welche bisher hauptsäch- 
lich für die Verallgemeinerung der binären quadratischen Formen ins Auge 
eefasst worden sind. Da jedoch die Theorie derselben aus derjenigen der 
linearen Grundformen unmittelbar resultirt, so charakterisirt sie sich nur als 
ein gewisser Theil der allgemeinen Theorie der „ganzen algebraischen Formen“. 
Aber diese Theorie hat nicht bloss den Vortheil grösserer Allgemeinheit für 
sich, sondern sie entspricht aueh nieht minder den leitenden Gedanken der 
Gaussschen Einführung von Unbestimmten in die Arithmetik als denjenigen 
der Kummerschen Sehöpfung der idealen Zahlen, und indem sie einerseits 
die Anwendung der unbestimmten Grössen überhaupt weiter entwickelt, 
andererseits die idealen Divisoren zu wirklichen algebraischen Ausdrücken 
mit unbestimmten Grössen umbildet, vermittelt sie die beiden „entgegenge- 
setzten“ Auffassungen der "Theorie der zerlegbaren Formen und derjenigen 
der complexen Zahlen. Mit derselben Uebersichtlichkeit wie bei den Kummer- 
schen idealen Zahlen lassen sich bei den ganzen algebraischen Formen alle 
aus der Compositions-T'heorie hervorgehenden Resultate entwiekeln, und ich 
habe dies schon in einer an Herrn Scherings Abhandlung über die Funda- 


mentalelassen *) anknüpfenden Arbeit””) gezeigt, in welcher — nach der 
hier eingeführten Terminologie ausgedrückt — gewisse Beziehungen zwischen 


der Classenanzahl ganzer algebraischer Formen einer Gattung und derjenigen 
von Formen „enthaltener‘ Gattungen dargelegt sind. Aus denselben Prin- 
eipien lässt sich die einer elementareren Sphäre angehörige Bestimmung des 
Verhältnisses der Classenanzahlen für die verschiedenen Arten einer Gattung 


*) ‚Die Fundamentalelassen der zusammensetzbaren arithmetischen Formen“ von 


Ernst Schering (Abhandlungen d. Königl. Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen, 
Bd. XIV, 1869). 


*#*) Monatsbericht der Berliner Akad. d. Wissensch. 1. Dee. 1870, 
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herleiten, und zwar desshalb in so einfacher Weise, weil die zu den Fun- 
damentalelassen der Haupt-Art © bei irgend einer anderen Art © hinzukom- 
menden Classen nur Formen enthalten, welche Produete von primitiven 
Formen und von solchen ganzen algebraischen Zahlen der Haupt-Art © sind. 
die sich in der Art S nur als gebrochene Zahlen darstellen lassen. 

Die verschiedene Dichtigkeit in verschiedenen Classen zerleebarer 
Formen wird in der ersten Kummerschen Abhandlung mit Recht als ein 
wesentlicher Mangel der Theorie der zerlegbaren Formen gegenüber der 
Theorie der eomplexen Zahlen bezeichnet. Dieser Mangel rührt davon her. 
dass die Linearfactoren, welche als „ganze algebraische Formen“ für sich zu 
behandeln sind, in den zerlegbaren Formen dureh die Multiplieation con- 
fundirt werden. Die ganzen algebraischen Formen haben also mit den 
Kummerschen idealen Zahlen auch den Vorzug gemein, dass ihre Dichtig- 
keit in jeder Classe dieselbe ist. Diese Vorbedingung eines sachgemässen 
Begriffes der Classenanzahl findet sich nämlich bei zerlegbaren Formen nicht 
erfüllt, wenn die eonjugirten Linearfaetoren nicht sämmtlich verschiedenen 
Gattungen angehören, und wenn die gewöhnliche (auf die lineare Trans- 
formation mit der Substitutions-Determinante Eins basirte) Aequivalenz - Be- 
stimmung nicht modificirtt wird. Gauss hat bei den quadratischen Formen 
eine solehe Modification eingeführt, indem er die „eigentliche Aequivalenz“ 
durch die Bedingung positiver Substitutions-Determinanten beschränkt; diese 
Weise der Beschränkung passt freilich nieht für Formen, welehe mehr als 
zwei Unbestimmte enthalten, aber es lassen sich dann andere geeignete Be- 
schränkungen aufstellen, und das massgebende Prineip für die einzuführende 
Aequivalenz-Bestimmung ist, 

dass auf Grund derselben jede der Ulassen gleich dieht und ihre 

Anzahl möglichst klein werde. 
Die ganzen algebraischen Formen haben endlich vor den zerlegbaren Formen 
das voraus, dass sie allen rationalen Kechnungsoperationen — nicht, wie 
diese, bloss dem in der Composition enthaltenen Multiplieations-Verfahren — 
unterworfen werden können; sie können also, genau so wie gewöhnliche 
ganze Zahlen oder wie ganze Funetionen von Variabeln, zu einander addirt, 
mit einander multiplieirt und auch dureh einander dividirt werden, und wenn 
alsdann die Rechnungsresultate, d. h. die aus der Rechnung hervorgehenden 


Formen durch die ihnen absolut äquivalenten linearen Grundformen ersetzt 
werden, so tritt an die Stelle der Gleichheit die Aequivalenz. 
14* 
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8 25. 


Die Fundamentalgleiehungen: die Diseriminanten-Formen und ihre Divisoren der verschiedenen Stufen. 


Wenn mit «', x”, ... «"t”), wie in $8, die Elemente eines Fun- 
damentalsystems der Art © bezeichnet und die » Conjugirten jedes Elements 
durch untere Indices von einander unterschieden werden, so bilden die 
n(n+m) ganzen algebraischen Grössen 
(%) 


cz (= 1,2,..0n;k=1,2,..04+m) 


ein System, aus welchem das fundamentale System der Diseriminanten her- 
vorgeht, wenn man die verschiedenen Determinanten rt Ordnung des Systems 
x” bildet und jede derselben zum Quadrat erhebt. Nun ist schon a. a. ©. 
eine „Form“ gebildet worden, welche dieses Discriminanten-System vertritt, 
indem ein System von m(m+n) „Unbestimmten“ 


(k) 


7, (kh=n+l,n+2,..n+m; k=1,2,..n+ m) 


eingeführt und alsdann das Determinanten-Quadrat 


ei? B (k,k’=1,?2,...n+m) 


gebildet wurde. Es ist dies gemäss der Definition $ 15, I eine ganze (ra- 
tionale) Form des natürlichen Bereichs [W, RW", RW”, ...] mit den m (m+n) Un- 
bestimmten =), a5, ... x), und diese kann durch jede ihr absolut äqui- 
valente Form, z. B. auch durch eine lineare, ersetzt werden. Eine solche 
Form soll nunmehr als „Discriminanten-Form der Art © oder des Art- 
Bereichs (S)“ bezeichnet werden; denn sie repräsentirt — wie die Dar- 
legungen in $ 8, verbunden mit den Entwiekelungen in $ 22, ergeben — 
den Complex der sämmtlichen Diseriminanten des Art-Bereichs. Nämlich: 

I. Die Diseriminanten-Form ist der grösste gemeinschaftliche Theiler 
aller Diseriminanten von je » ganzen algebraischen Formen des 
Art-Bereichs und als solcher dessen vollständige Invariante. 

Wenn für einen Art-Bereich (S) ein Fundamentalsystem von nur » Elementen 
existirt, so gehört die Diseriminanten-Form der Hauptelasse an, und an ihre 
Stelle tritt dann jene ganze rationale Form von W, RW’, W”,..., welche in 
$ 8 „die Diseriminante der Art“ genannt worden ist. 

Nach der im Anfange des vorigen Paragraphen ‘aufgestellten Defi- 

nition repräsentirt der Ausdruck 


uc+u'c"+ aan + ur tm) Zt) 
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eine „lineare, eigentlich primitive Fundamentalform“ mit den Unbestimmten 
a, und soll, weil er die Art © repräsentirt, wenn an Stelle der Unbestimmten 
u} vr 
N) 


a ganze Grössen des natürlichen Bereichs [W, RW’, WT, ...] treten, einfach 
mit S bezeichnet werden. Wird das Produet 


NM —-ux—u'x; td) Hm)\, ( 2 
mit (x) und das Produet 
IKz—uz,— u" x, — u") zer”) Qentın+2..ntm), 


h 
in welehem die Grössen x,. wie oben, m(m+n) Unbestimmte bedeuten, mit 


F(x) bezeichnet, so genügt jene mit S bezeichnete eigentlich primitive 
Fundamentalform der Gleichung 

5(5) = (0, 
welche desshalb die „Fundamentalgleichung des Art-Bereichs (5)" genannt 
werden soll. 

Dem in $ 8 aufgestellten Determinantensatze kann auf Grund der 
späteren Entwickelungen eine einfachere Fassung gegeben werden. Dort 
lautete nämlich der Satz so, dass die »(»—1)'* Potenz der Determinante 
von » linearen Ausdrücken 


2 4a;U 
k 


eine lineare ganze homogene Function der Coefficienten $& ist, welche bei 


(s: 3 n)} 


y 
h 


der Entwickelung des Produetes 
II (Za,u,—- Za;,u,) (h,i,k=1,2,..n; >) 
h;i k k 


auftreten. Da hiernach ‚a, ”""" für das „Modulsystem® & congruent Null, 
also auch durch jede Form theilbar ist, deren Coeffieienten «die Elemente 
dieses Modulsystems sind, so ist 


„aD theilbar durch I (Za,uw—Za,u,) N 


hit k k 
im Sinne der absoluten Aequivalenz. 


‚a 


Die Diseriminante der Gleichung F(z) =0 ist ein Theiler der Dis- 
eriminante der Gleichung 5 (x). F(x) = 0, und diese wiederum, gemäss jenem 
Determinantensatze, wie er hier formulirt worden ist, ein Theiler von 

el (k,kr=1,2,...n), 

Mit Benutzung des obigen Satzes I folgt also der Satz: 
Il. Für jeden Art-Bereieh ist die Diseriminante der Fundamentalglei- 
chung ein Theiler der 4» (» — 1)ten Potenz der Diseriminanten-Form, 


und enthält daher ausser der Diseriminanten-Form selbst nur noch 
Thheiler derselben. 
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ı 
6) Z., 


Werden alle einzelnen Elemente des Fundamentalsystems «', x”, x 
als ganze Funetionen (a—1)!en Grades von © ausgedrückt, so erscheinen 
die Coeffieienten als Brüche, und zwar als ganze rationale Formen des 
jereichs [W, RW, RW”, ...], dividirt durch die Diseriminante der Fundamental- 
gleichung. Im der redueirten Gestalt haben diese Brüche also nur solche 
Nenner, welche 'Theiler der Diseriminante der Fundamentalgleichung sind. 
Denkt man sich alle diese Nenner, welche ganze ganzzahlige Funetionen 
der Variabeln RW und der Unbestimmten « sind, nach $ 4 in ihre irredue- 
tibeln Factoren zerlegt, und dieselben in zwei Gruppen gesondert, von denen 
die eine die (eigentlich oder uneigentlich) primitiven Former (mit den Un- 
bestimmten «), die andere die rationalen Grössen des Bereichs [R’, R”,R’",....] 
umfasst, so kann die Diseriminante der Fundamentalgleichung nur in dem 
Falle, nach Division dureh die Diseriminanten-Form, noch Theiler derselben 
enthalten, wenn überhaupt Factoren jener zweiten Gruppe vorkommen. Ist 
dies also nicht der Fall, so ist die Diseriminante der Fundamentalgleichung 
der Diseriminanten-Form äquivalent, wenigstens in jenem früheren weiteren 
Sinne, dass sich die eine von der anderen nur durch Faetoren unterscheidet. 
welche (eigentlich oder uneigentlich) primitive Formen sind. Man findet 
aber leicht Beispiele von Art-Bereichen, für welche eine solche Aequi- 
valenz nicht besteht, also die Diseriminante der Fundamentalgleichung 
einzelne irreduetible Divisoren der Diseriminanten-Form, und zwar solche 
erster Stufe, in grösserer Anzahl enthält, als die Diseriminanten-Form selbst. 
Anders verhält es sich bei der Haupt-Art, welche nunmehr allein betrachtet 
werden soll. 


Z (n-+m) 


Sind z,2,...& die Elemente des Fundamentalsystems_ der 
Haupt-Art © oder der Gattung ©, so soll die lineare eigentlich primitive 
Fundamentalform 


EHE" + ut et”, 


weil sie alle ganzen algebraischen Grössen der Gattung repräsentirt, mit & 
bezeichnet werden. Wird nun für eine Variable RW 


N = IN Un —ux—-- ut) et) G=1,2%...n) 


oesetzt, die Diseriminante der Gleichung FR) =0 mit D und das Deter- 
minanten - Quadrat 
Ir) G,troil,2,..®) 


mit D bezeichnet. so soll 
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FR) = 0 die „Fundamentalgleichung der Gattung“, 
D die „Diseriminante der Fundamentalgleichung der Gattung“ und 
D die „Diseriminanten-Form der Gattung“ 
genannt werden. Nach dem obigen Satze I ist alsdann D der grösste ge- 
meinschaftliche Theiler aller Diseriminanten der Gattung, also auch ein 


Theiler von D, und nach dem Satze Il ist D wiederum ein Thheiler von 


DD, Bedeutet nun H eine ganze algebraische Form, welche aus der 


' 


Form & entsteht, wenn die Unbestimmten «, «", ... durch ®, ©", ... er- 
setzt werden, unterscheidet man ferner die Conjugirten von ® und 9, den 
eonjugirten Werthen der Elemente = entsprechend, durch untere Indices von 


einander, so ist 


9;— N: eis Eu" (N 2” Bart BE 
- | 
Dieser Ausdruck stellt eine ganze algebraische Form dar, welche nach $ 17, 
II durch den algebraischen Divisor 
mod [Fu (2? —a{)] oder mod[&,— &,] 1 RER 
h 


theilbar ist, und nach der in $14 eingeführten Bezeichnungsweise ist daher 


De — | 
“a Fm(8— 6 
d;— ©, ® Ö, 
eine ganze algebraische Form. Demgemäss ist auch 
' NN 
Fm (&—-6&,).3 —— (k=1, 2? 1, i+1 ı) 
er: G:— 6, 


eine ganze algebraische Form und zwar von der Gattung ®. Denkt man 
sich 9 als ganze Funetion (a—1 en Grades von & dargestellt, so erscheinen, 
wie oben erwähnt, die Coeffieienten als Brüche mit Nennern. deren irre- 
duetible Faetoren dort in zwei Gruppen gesondert worden sind. Die Fae- 
toren der ersten Gruppe, welche in den Nennern vorkommen, können nun. 
da sie primitive Formen sind, weggeschafft werden, wenn $ mit einer dazu 
erforderlichen primitiven Form multiplieirt wird. Nachdem dies geschehen, 
mögen alle diejenigen Glieder der Form weggelassen werden, in welchen 
die Coeffieienten der Potenzen von © ganz sind. Ist alsdann &” die höchste 
Potenz von ®, welche in der resultirenden Form, die mit 9° bezeichnet 
werden möge, vorkommt, so ist der Coeffieient von &” ein Bruch, dessen 


Nenner N, da er nur Faetoren jener zweiten Gruppe enthält, eine Grüsse 
des Bereichs [W,R”,%”,...] ist. Derselbe Coeffiecient bildet aber, multi- 
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plieirt mit (a— m), den Coeffieienten von &”"", d. h. der höchsten Potenz von 
&, in der Form 


NN 


4" [ — ) 
Fm (®, d,).< G,— G; 


und wenn also der Nenner N nicht eine in (a—m) enthaltene Zahl ist, so 
kann aus dieser Form auf die angegebene Weise eine neue gebildet werden, 
welche in Beziehung auf & nur vom (m — 2)ten Grade ist. Solche Formen 
können aber nicht von beliebig kleinem Grade m existiren, namentlich nicht 
solche, für welche m=0 ist, und es ergiebt sich demnach, dass, wenn die 
mit ©’, ©”, ... bezeichneten Elemente der Form 9 als ganze Funetionen 
von & dargestellt werden, in den Coeffieienten als Nenner nur eigentlich 
primitive Formen und solche Faectoren der Diseriminanten - Form auftreten 
können, welche uneigentlich primitive Formen mit den Unbestimmten 
oder ganze Zahlen aus der Reihe 2, 3, ... n—2 sind. Diese Zahlenreihe 
kann noch weiter beschränkt werden, aber statt hierauf näher einzugehen. 
soll die wichtigere Bemerkung angefügt werden, dass diese Zahlenreihe und 
demnach die zweite Alternative überhaupt wegfällt, wenn die Gattung © 
keine Conjugirte hat, also eine Galoissche Gattung ist. In diesem Falle 
kann nämlich die Form 

58 


_< } u; 
6.6, F'm (&; — &,) 


selbst, weil sie alsdann ebenfalls zur Gattung © gehört, an Stelle der oben 
daraus gebildeten Summe, zur Reduetion verwendet werden, und wenn man 
diese aus 9’ gebildete Form mit 9° bezeichnet, dann aus 5’ ebenso eine 
Form 5” u. s. w. bildet, so redueirt sich 9” einfach auf den Coeffieienten, 
welcher in 5° mit ©” multiplieirt ist. Da dieser Coeffiecient hiernach eine 
vanze rationale Grösse des Bereichs sein muss, so kann ein Nenner N der 
zweiten Gruppe überhaupt nieht vorkommen. Die vorstehende Deduction 
stimmt ihrem wesentlichen Inhalte nach mit derjenigen überein, welche ich 
in $ 5 meiner Abhandlung „über die Diseriminante algebraischer Funetionen 
einer Variabeln ”)" gegeben habe; aber mit Hülfe der in der vorliegenden 
Arbeit enthaltenen Entwiekelungen konnte die Darstellung vereinfacht und 
der Kern der Sache bloss gelegt werden. Die Deduction zeigt, 


*) Journal für Mathematik, Bd. 91. S. 301 sqaq. 











Kronecker, Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen. 113 


III. dass für ireend eine Gattune © die Diseriminante der Fundamen- 
oO em) 
taleleichune D entweder mit der Diseriminanten-Form der Gattung 
Le) Le) 
D im Sinne der vollständigen absoluten Aequivalenz ($ 22, N 
übereinstimmt oder doch, in demselben Sinne der Aequivalenz, 
ausser D selbst nur noch solehe Divisoren von D enthalten kann. 


welche Formen höherer als erster Stufe oder — falls die Gattung 
& Conjugirte hat — Zahlen aus der Reihe 2, 3, ... »—2 sind. 


Ob in Wirklichkeit solche überflüssigen Zahlentheiler in der Diseriminante 
der Fundamentalgleichung vorkommen, habe ich noch nicht ermitteln können: 
ich habe mich vergeblich bemüht ein Beispiel dafür aufzufinden, habe aber 
ebensowenig vermocht das Gegentheil zu beweisen. ‚Jene Beschränkung 
ist also vielleicht unnöthig: im Wesentlichen hat das aus dem obigen (III) 
abzuleitende fernere Resultat, 

IV. dass die gesammte arithmetische Theorie der algebraischen Grössen 
auf eine Theorie der ganzen ganzzahligen Funetionen von Variabeln 
und Unbestimmten zurückgeführt werden kann, 

seine Geltung; es ist für die früher allein betrachteten Divisoren erster Stufe 
auch von jeder Einschränkung zu befreien, und weil es auf diese angewendet 
und an denselben näher erläutert werden soll, möge es hiermit speeieller 
formulirt werden: 

IV’. Die arithmetische Theorie der algebraischen Grössen eines durch 
(&,W,W,... RN"=P) bezeichneten Gattungs-Bereichs ist durch die 
T'heorie der ganzen rationalen „Formen“ eines natürlichen Ratio- 
nalitäts-Bereichs von n Variabeln (W, W, ... RN") zu ersetzen, und 
zwar so, dass dabei an die Stelle der jenem Gattungs - Bereich 
angehörigen ganzen algebraischen Formen m!“ Stufe diejenigen 
sanzen rationalen Formen dieses natürlichen Rationalitäts-Bereichs 
treten, deren Stufenzahl m-+1 ist. 

Einzig und allein die Formen höherer als erster Stufe, welche Factoren 
der Diseriminanten-Form von © sind, würden da, wo die obige zweite 
Alternative eintritt, eine besondere Behandlung (z. B. ein Zurückgehen auf 
eine höhere Gattung) erfordern; für die Formen erster Stufe aber soll jene 
prineipiell wichtige Reduction vom Algebraischen auf das Rationale hier 
vollständig dargelegt werden. 

Es bedeute (N) = 0, wie oben, die Fundamentalgleichung der durch 
& bezeichneten Gattung, so dass 5(®) = 0 wird: es sei ferner P eine irre- 


i 


Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft ?. 15 
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duetible ganze rationale Funetion der Variabeln R, R”, R”,..., also eine 
Grösse des Rationalitäts-Bereichs [W, N, RT”, ...], und es sei endlich mit 
F(%) irgend eine ganze Function von N, deren Coeffieienten Grössen des- 
selben Bereichs [W, RW, RW”, ...] sind, d. h. also eine ganze ganzzahlige 
Funetion von R, RW, W, R”,... bezeichnet. Alsdann lässt sich die noth- 
wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
NmF(®)=0 (mod.P) 

sei, dadurch ausdrücken, dass die beiden Formen 

P+oS(N). P+eFhR) 
einen gemeinschattlichen Theiler zweiter Stufe haben. Ist dies nämlich nicht 
der Fall, so kann die Resultante der Elimination von R aus FR) und FR) 
nieht dureh P theilbar sein, und da dieselbe in der Form 

DR FMH LFNFR) 


dargestellt werden kann, so ist sie auch gleich $(®)F(®). Die Norm 
dieses Produets Nm$($).NmF(®) ist also die nt Potenz der Resultante 
und folglich NmF(6®) nieht dureh P theilbar. Wenn aber andererseits jene 
beiden Formen einen gemeinsamen Theiler zweiter Stufe haben, so muss 
wenigstens einer der irreduetibeln Factoren von P+vF(N) in P-+»F(NR) ent- 
halten sein. Die erstere der beiden Formen ist eine Form zweiter Stufe, 
und ihre irreduetibeln Faetoren sind, wie nachher (8. 117) gezeigt werden soll, 
sämmtlich von einander verschieden. Wird von Formen höherer als zweiter 
Stufe abgesehen, d. h. werden diese äquivalent Eins angenommen, so wie 
es bei den algebraischen Divisoren in $$ 14 sqq. schon mit den Formen 
zweiter Stufe geschah, so lässt sich die Zerlegung durch folgende Aequi- 
valenz darstellen: 
(A) P+HVER) vv (PH R)P+(R)).:-, 


und es ist hiernach die auf alle Wurzeln der Gleichung %,(R) = 0 bezogene 
Norm von (N) durch P theilbar. Diese Norm ist ihrem absoluten Werthe 
nach mit Nm}, (©) identisch, so dass die Congruenz 

(B) Nm(P+0%(6))=0 (mod.P) 
besteht. Die Voraussetzung, dass die Form P+vF(R) in P+oF(R) ent- 
halten sei, hat demnach in der That die Congruenz 
Nm(P+eF(6))=0 (mod.P) 
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und also schliesslich auch die Congruenz 

NmF(6)=0 (mod.P) 
zur Folge. — Die obige Zerlegung der Form P+vFR) in irreduetible For- 
men zweiter Stufe kann aus der Zerlegung der Congruenz FR) = 0 (mod. P 
in ihre (mod. P) irreduetibeln Factoren hergeleitet werden. Wird nämlieh eine 
solche Zerlegung durch die Congruenz 


O) TEN" L(MR)”... (mod.P) 


dargestellt, in welcher unter den Functionen f(R), £ (RR), ... irreduetible. im 


Sinne der Congruenz modulo P, zu verstehen sind, so bedeutet diese Con- 
gsruenz nichts Anderes als eine Gleichung 

EC) FERN = FR" AN)” +P.FN). 
Da FR) irreduetibel ist, so kann der grösste gemeinschaftliche Theiler von 
FEN) und fı(R)”, im Sinne der Congruenz modulo P, nur eine Potenz von 
fı(R) sein, deren Exponent kleiner als », ist, und die Zerlegung von {N 
liefert daher eine Gleichung 

ER = FM" EM" +P. FEN), 

in welcher 2, > m,, 2. > m;,... ist. Zerlegt man hier wieder (NR) und 
fährt dann in derselben Weise fort, so gelangt man schliesslich zu einer 
Gleichung, in welcher die mit P multiplieirte Funetion von R, im Sinne der 
Congruenz modulo P, keinen der Faetoren (WR), £(R), ... mehr enthält. 
Für einen dieser Factoren z. B. für (N) resultirt daher eine Gleichung 
D) EN = {MM +PF WW" M+PAEN” HM + +Pp MR), 


in welcher gy,(R), nach dem Modul P betrachtet, keinen Faetor mit FOR) 
gemein hat, also Nm Y,(®) nicht durch P theilbar ist, und in weleher überdies 
die Bedingungen 


nr, mZzr—l, | r—2.... 


erfüllt sind. Wenn nun in der Gleichung (D) für die Variable RW der Werth 
& substituirt wird, so resultirt eine Gleichung für den Bruch 
Ä 
f (©) 
welche denselben als ganze algebraische Form charakterisirt, und da dieser 


Nmgy,(®), 


Bruch auch als ein solcher mit dem Nenner P dargestellt werden kann, 
15* 
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so folgt, dass P ein Theiler der Diseriminanten-Form und zwar, da P eine 
ganze rationale Grösse des Bereichs ist, zur zweiten Gruppe gehörig sein 
muss. Nach dem obigen Satze (III) existiren aber solehe Theiler nicht, 
ausser etwa — falls die Gattung & Conjugirte hat — Zahlen aus der Reihe 
2, 3, ... n—2. Wenn ferner P nicht Theiler der Diseriminanten-Form und 
also auch nicht Theiler der Diseriminante der Fundamentalgleichung ist, so 
ist überhaupt keiner der Exponenten 2,, %,... in der Congruenz (C) grösser 
als Eins. Es ergiebt sich also aus vorstehender Entwiekelung, dass — abge- 
sehen von dem Falle, wo P eine der Zahlen 2, 3, ... 2a—2 und zugleich 
T'heiler der Diseriminanten-Form ist, und wo überdies die Gattung © Con- 
jJugirte hat — stets 
die durch die Gleichung (C) definirte Function FW), im Sinne der 
Congruenz modulo P, relativ prim gegen die Function FR) und 
daher Nm7%(®) nicht durch P theilbar ist. 
Das hier entwickelte Resultat begründet die vollkommene Regularität der 
dureh die Congruenz (C) oder dureh die Gleichung (C’) dargestellten Zer- 
legung der Uongruenz F(R) = 0 (mod. P) in ihre irreduetibeln Factoren. Es 
ergiebt sich daraus unmittelbar die Zerlegung von P in die irreduetibeln 
algebraischen Divisoren der Gattung ©, auf welche im Anfange des $ 18 
(5. 60) hingewiesen worden ist, nämlich 
(A) Prceomod[P+v, fi (6) ]".mod[P+f(©)]”..., 
so wie auch die Zerlegung der Form zweiter Stufe P+vR(M) in ihre irre- 
duetibeln Faectoren: 
(A) P+05(R) vv (P+9 fh MW") P+RLM)”)..., 
und es ist also in jener Aequivalenz (A) 
RER, ER) FHR)”, ... 
zu nehmen. Hieraus ist auch, wenn Fi), wie oben, irgend eine ganze 
eanzzahlige Function von R, W,R”,... bedeutet, die Zerlegung der Formen 
(E) FM +OFN) 
(wie bei (A), im Sinne der Aequivalenz) herzuleiten. Unter den irreduetibeln 
Formen zweiter Stufe, welehe bei Fixirung von (NR) als Factoren der 
unendlich vielen Formen (E) auftreten, bilden diejenigen die Hauptelasse 
(im Sinne der relativen durch Fixirung von (N) bedingten Aequivalenz, 
genau übereinstimmend mit der in $ 23, I gegebenen Definition), welche unter 
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den Formen (E) selbst vorkommen, also aus zwei Gliedern bestehen, deren 
eines F(N) selbst zum Üoeffieienten hat. Im Uebrigen sind es nämlich 
Formen P+v,f,(R)”, welche die irreduetibeln Factoren der Formen (E) bilden. 

Es ist wohl zu beachten, dass die Formen zweiter Stufe P+v,f,(R) '. 
auch wenn a, > 1 ist, irreduetibel sind. Die Zerlegung (A’) der Formen 
P+vF(N) ergiebt also, wie oben (5. 114) schon im Voraus erwähnt worden 
ist, stets ungleiche irreduetible Faetoren; aber bei der Zerlegung (A) von P 
in algebraische Divisoren kommen dann und nur dann Divisoren mehrfach 
vor, wenn P ein irreduetibler Faetor der Diseriminanten-Form ist. Ist dies 


nämlich nieht der Fall, so sind — wie schon oben (S. 116) hervorgehoben 
worden — die Zahlen »,, 2,, ... sämmtlich nur gleich Eins. Wenn anderer- 


seits P Factor der Diseriminanten-Form ist, so muss wenigstens eine der 
Zahlen grösser als Eins sein, weil dann die Funetion FM) mit ihrer nach N 
genommenen Ableitung, im Sinne der Congruenz modulo P, einen gemein- 
samen Theiler hat. Der hier bewiesene Satz kann dahin formulirt werden, 
dass von den sämmtlichen irreduetibeln ganzen rationalen Grössen 
eines Bereichs [W, R”’,R”,...] nur alle diejenigen, welche T'heiler 
der Diseriminanten-Form der Gattung © sind, irreduetible alze- 
braische Divisoren der Gattung mehrfach enthalten. 
Für den Fall, wo die Gattung © Conjugirte hat, kann der Satz ohne 
Weiteres aus der Geltung des Satzes für eine die Gattung © enthaltende 
Galoissche Gattung erschlossen werden. 

Tritt an Stelle eines beliebigen Rationalitäts-Bereichs [I, W’, N”. 
der absolute der gewöhnlichen ganzen Zahlen, so ist P Primzahl und die 
oben eingeführte Grösse N die einzige Variable; es existiren also keine 
Formen höherer als zweiter Stufe, und jene Zerlegung (A’) der Form zweiter 
Stufe P+W5(M) in ihre irreduetibeln Faetoren gilt also im Sinne der voll- 
ständigen absoluten Aequivalenz ($ 22, X”). Der Sache nach stimmt jene 
Zerlegung mit derjenigen der Congruenz F() 0 (mod. P) überein, und die 
enutzung dieser für die Zerlegung (A) einer Primzahl P in ihre alge- 
braischen Primtheiler oder (nach der Kummerschen Ausdrucksweise) in ihre 
idealen Primfactoren ist ebenso einfach als natürlich. Wie schon in $ 19 (5.69 
erwähnt, habe ich gleich im Anfange meiner Beschäftigung mit der Theorie 
der algebraischen Zahlen den Versuch gemacht, die T’heorie der höheren 
Congruenzen dafür zu benutzen, und wenn man von den Faetoren der Dis- 


eriminante absieht, so gelingt dies auch in der elementarsten und leichtesten 
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Weise. Denn bei der Uebertragung der Kummerschen Definition der idealen 
Zahlen auf ganzzahlige Funetionen einer Wurzel einer ganzzahligen Glei- 
chung g (x) = 0 handelt es sich nur darum, für die Coeffieienten einer ganzen 
ganzzahligen Funetion w(z) die linearen Congruenz - Bedingungen aufzu- 
stellen, unter denen die Eliminations - Resultante von (x) und w(z) durch 
eine Primzahl p theilbar wird; offenbar müssen aber dann p(x) und w(r), 
modulo p betrachtet, einen gemeinsamen "T'heiler haben, und jene Uongruenz- 
Bedingungen bestehen also einfach darin, dass w(x) irgend einen der modulo 
p irreduetibeln Factoren von (x), im Sinne einer (ongruenz modulo p, als 
T'heiler enthalten muss. Es ist dies fast nur eine andere Einkleidung jener 
elementaren Resultate, welche in der schon in $21 (8. 80) eitirten Schönemann- 
schen Abhandlung ”®) entwickelt sind. Ganz anders verhält es sich aber, wenn 
die Primtactoren der Diseriminante mit in Betracht gezogen werden. Ein Ver- 
such, auch diese in einer T'heorie mit zu umfassen, welche auf jener be- 
schränkten Darstellungsweise der complexen Zahlen (als ganze Funetionen 
einer einzigen ganzen algebraischen Zahl) aufgebaut ist, liegt in der Zolo- 
fareffsehen Arbeit vor, die im neusten Bande des Resalschen Journals ver- 
öffentlicht ist. Dieser Versuch ist aber, wie ich glaube, verfehlt: und nach 
den von Zolotareff im Eingange seiner Arbeit eitirten Dedekindschen Publi- 
cationen aus dem Jahre 1871, in welchen mit voller Klarheit und Schärfe 
die Nothwendigkeit dargethan ist, jene beschränkte Grundlage der com- 
plexen Zahlentheorie aufzugeben, musste ein Versuch, dieselbe dennoch bei- 
zubehalten, von vorn herein, als der Natur der Sache widersprechend, aus- 
sichtslos erscheinen. Nicht bei irgend einer speciellen Gleichung einer 
Grattung algebraischer Zahlen, sondern nur bei der Fundamentalgleichung, 
deren Bildung sich einerseits auf die Construction des Fundamentalsystems 
und andererseits auf die Association der „Formen“ stützt, ist jene Anknüpfung 
an die T’'heorie der höheren Congruenzen von Erfolg. Da in dem hier be- 
trachteten Falle des absoluten Rationalitäts-Bereichs die Diseriminanten-Form 


einer gewöhnlichen ganzen Zahl äquivalent ist, so kann diese selbst unter 
T) 


D 
mit den Unbestimmten a, welche nur, falls die Gattung & Conjugirte hat. 
noch mit Potenzen von Primfactoren von D, die kleiner als »—1 sind, mul- 
tiplieirt sein kann. Ist dies wirklich der Fall, so hat natürlich auch die 


D verstanden werden, und der Quotient ist alsdann eine primitive Form 


*) Journal f. Mathematik Bd. 31, S. 269. 
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Diseriminante jeder speciellen Zahlengleichung der Gattung © dieselben 
iiberflüssigen Factoren, aber auch wenn es nieht der Fall und der Quotient 


» 


also nur eine primitive Form ohne Zahlenfaetor ist, kann dieselbe doeh 


für alle ganzzahligen Werthe der Unbestimmten a einen und denselben 'T'heiler 
enthalten; denn dies tritt z. B. ein (vgl. $8 am Schlusse, S. 25), wenn 
die primitive Form sich als ganze homogene Function von lauter Ausdrücken 
„— u darstellen lässt und »p Primzahl ist. Ein solcher Fall liegt bei einer von 
Herrn Dedekind angegebenen Gattung algebraischer Zahlen vor, die dureh 
die kubische Gleichung &®— @’—-2« —8 = () definirt wird*). Hierbei ist, wenn 


i . i 4u . . 
„ eine Unbestimmte bedeutet, e+_ - Wurzel einer Fundamentalgleiehung,. 


und deren Diseriminante enthält ausser D nur das Quadrat der primitiven 
Form 2w#’+wu+u—2, welche allerdings für alle ganzzahligen Werthe von 
a durch 2 theilbar wird. Ich selbst habe bei meiner ersten Beschäftigung 
mit dieser Theorie im Jahre 1858 ein ähnliches Beispiel bei den dreizehnten 
Wurzeln der Einheit gefunden. Diese Beispiele zeigen eben nur, dass die 
Association der Formen nicht bloss in der allgemeinen Theorie der alze- 
braischen Grössen, sondern selbst in der speeielleren der algebraischen 
Zahlen der Natur der Sache entspricht. Doch darf hier nieht unerwähnt 
bleiben, dass merkwürdiger Weise auch bei dieser elementareren Frage der 
Darstellung der eomplexen Zahlen, ganz analog wie bei der höheren Frage 
der Darstellung ihrer Primtheiler, eine zweite Art der Association, nämlich 
die von algebraischen Zahlen höherer Ordnung, zu demselben Ziele führt. 
In der That sieht man leicht, dass die Unbestimmten jener primitiven Form, 
welche eine Wurzel der Fundamentalgleichung darstellt, stets als ganze 
algebraische Zahlen dem angegebenen Zwecke gemäss bestimmt werden 
können, und wenn man z. B. oben für « eine dritte Wurzel der Einheit setzt. 
so wird die primitive Form ihrem absoluten Werthe nach gleich Eins. 


Kommen im Rationalitäts-Bereich überhaupt Variable N vor, so ent- 
hält die Diseriminanten-Form stets Formen höherer Stufen als mehrfache 


*) R. Dedekind, „Ueber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und 
der Theorie der höheren Congruenzen.“ Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der 
Wissensch. zu Göttingen. Bd. 23, S. 30. 
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Theiler; sie bilden „die Singularitäten“ der Diseriminanten -Form, deren 
Untersuchung das grösste Interesse aber auch wohl grosse Schwierigkeiten 
bietet. Um so mehr ist es hervorzuheben, dass in einer von Herrn Netto neuer- 
dings veröffentlichten Arbeit *), welche die algebraischen Probleme ebenfalls. 
wie es hier geschehen, im Geiste der Arithmetik behandelt, schon eine Reihe 
von Resultaten jener Art entwickelt sind. Um deren Bedeutung für die allge- 
meine T'heorie der algebraischen Grössen darzulegen, muss ich an die aus einem 
Rationalitäts-Bereich (T, fa... f„) hervorgehenden Gattungen anknüpfen, welche 
den Gegenstand der Erörterungen des $ 12 bilden. Die ganzen algebraischen 
Grössen dieser Gattungen sind ganze Functionen der Variabeln z,, &;,... z, 
und also algebraische Funetionen der mit f,. fa, ... f. bezeichneten elemen- 
taren symmetrischen Funetionen derselben » Variabeln x. In jeder dieser 
(Gattungen existiren Fundamentalsysteme von nur ebenso viel Elementen. 
als die Ordnung der Gattung beträgt (vgl. $12, 5. 39), und diese Ordnung 
ist oben ($ 12, 8. 35), wie auch a. a. O. von Herrn Netto, mit o bezeichnet 
worden. An die Stelle der Diseriminanten-Form tritt demnach **) eine 
„Diseriminante der Gattung“, und diese ist eine Potenz der Diseriminante 
der Gleichung 


x"—f, ge" IL T, FE +f, uns 0. 


deren Exponent in der Nettoschen Arbeit bestimmt wird. Die Diseriminante 
jeder einzelnen Gleichung der Gattung ist durch diese Diseriminante der 
Gattung theilbar, und überdies enthält, wie von Herrn Netto gezeigt wird. 
jede der Gleichungs-Diseriminanten (nach der hier angenommenen Termi- 
nologie) noch Divisoren-Systeme oder Formen höherer Stufe als Theiler. 
welche zugleich mehrfache Theiler der Diseriminanten- Form selbst sind. 
Wenn diese Nettoschen Resultate sich, wie es mir wahrscheinlich ist, auch 
für die hier eingeführte Fundamentalgleichung verwenden lassen, so würden 


D (namentlich in Bezug 
auf ihre Divisoren höherer Stufe) liefern, welche einen Hauptgegenstand der 
obigen Entwiekelungen (vgl. den Satz III) bildet. 

Für einen natürlichen Rationalitäts-Bereich von n—1 Variabeln (X. 
RM... N) repräsentirt eine bestimmte Gattung algebraischer Grössen 


sie Beiträge zur Erkenntniss jener primitiven Form 


*) E. Netto, „Zur Theorie der Diseriminanten“*. Journal f. Mathematik, Bd. 90, S. 164. 
**) Vgl. den oben (8. 105) an den Satz I angeschlossenen Zusatz. 
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insofern eine (n—1)-fache Mannigfaltigkeit, als jedem System reeller Werthe 
der n—1 Variabeln R eine Gattung algebraischer Grössenwerthe & ent- 
spricht. Das Gleichungssystem, welches dadurch entsteht, dass die Diseri- 
minanten-Form D gleich Null gesetzt wird, definirt den „Ort“ derjenigen 
Punkte der (n—1)-fachen Mamnigfaltiskeit R, für welche alle Elemente des 
Fundamentalsystems und daher alle Grössen der Gattung mit eonjugirten 
zusammenfallen, wo also der Gattungsbegriff eigentlich aufhört. Dieser Ort 
ist im Allgemeinen eine (n—2)-fache Mannigfaltigkeit, aber es können auch 
„isolirte“ Mannigfaltigkeiten geringerer Ausdehnung dazu gehören, wie ich 
schon an dem Beispiele der durch biquadratische Gleichungen definirten 
Gattungen gezeigt habe *). Die Mamnigfaltigkeiten geringerer Ausdehnung 
werden von denjenigen Punkten R erfüllt, für welehe mehr als zwei eon- 
jugirte heihen von Elementen des Fundamentalsystems, z. B. also drei Reihen 
oder zwei Paare von Reihen, mit einander identisch werden, und alle diese 
besonderen Mannigfaltigkeiten bilden die „Singularitäten“ jener gesammten 
durch D= 0 repräsentirten ın—2)-fachen Mannigfaltigkeit. Die für irgend 
eine Gattung & — also allgemeiner als für eine einzelne Gleichung zu 
bildenden Sturmschen lteihen haben keine andere Bestimmung als die weitere 
Sonderung der durch die (n— 2)-fache Mannigtaltigkeit D= (U von einander 
abgetrennten (n—1)-fach ausgedehnten Gebiete, gemäss der Anzahl reeller 
oder complexer Reihen conjugirter Elemente des Fundamentalsystems, und 
da diese Gebietstheile nur durch jene Singularitäten von einander geschieden 
sind, so ist für die Bildung einer Starmschen heihe ganzer rationaler 
Funetionen der Variabeln R allein der Gesichtspunkt massgebend, dass 
sie, gleich Null gesetzt, (n—2)-fache Mannigfaltigkeiten darstellen sollen. 
welche bestimmte von jenen Singularitäten enthalten und im Uebrigen mit 
der Mamnigfaltigkeit D= 0 nichts gemeinsam haben. Die ganze theoretische 
Bedeutung der Sturmschen Reihen geht hiernach in jenen „Singularitäten 
der Discriminantenform“ vollständig auf**); und diese Singularitäten selbst 


*) Vgl. meine beiden im Monatsbericht der Berliner Akademie vom Febr. 1878 
veröffentlichten Mittheilungen, in denen überhaupt den obigen verwandte Entwicke- 
lungen gegeben sind. 

**) Es ist wohl zu unterscheiden zwischen dem ursprünglichen, klassischen Sturm- 
schen Verfahren und den später so viel behandelten Sturmschen Reihen oder Func- 
tionen. Jenes Verfahren bewährt sich gerade auch in denjenigen Entwickelungen 
welche über den beschränkten Standpunkt der Sturmschen Reihen hinaus führen. (Vgl. 
meine eitirte Mittheilung im Monatsbericht d. Berl. Akademie vom Febr. 1578 S. 149. 
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sind — von jenen Hülfsmitteln der Anschauung losgelöst und rein arithmetisch 
aufgefasst — nichts Anderes als 

V. die in der Discriminantenform als mehrfache Theiler enthaltenen 

Formen höherer Stufe. 

Aber diese arithmetische Auffassung greift in derselben Weise über jene 
„geometrische“ hinaus wie in $22 XIII’ (5.92) bei der Zerlegung einer Form 
in ihre irreduetibeln Faetoren, wenn hier wie dort unter den Formen auch 
solche vorkommen, die für keinerlei Werthsysteme der Variabeln R gleich 
Null werden und sich also der bildlichen geometrischen Darstellung ent- 
ziehen. Dass aber gerade auch derartige Formen, unter diesen auch reine 
Zahlen, als Diseriminanten - Theiler wirklich vorkommen wnd von wesent- 
licher Bedeutung sein können, dafür habe ich bei meinen arithmetischen 
Untersuehungen über die singulären Moduln ein Beispiel in den Gleichun- 
sen gefunden, von denen die Thheilung der elliptischen Funetionen mit un- 
bestimmten Moduln abhängt. 


Der eigentliche Ausgangspunkt für die vorliegende arithmetische Be- 
handlung der algebraischen Grössen wurde in $3 durch die Einschränkung 
der allgemeinsten Rationalitäts-Bereiche gewonnen; aber es mussten dabei 
die Gattungs-Bereiche noch neben den natürlichen in Betracht gezogen 
werden. Gleich nach Einführung der Gattungen wurden alsdann in $ 8 
die charakteristischen Invarianten derselben in den fundamentalen Systemen 
der Diseriminanten ermittelt; aber der dortige Standpunkt gestattete noch 
keinen Einblick in ihren ganz verschiedenartigen Inhalt. Wenn jetzt in 
diesem Schlussparagraphen oben (IV) die weitere Einschränkung der Ra- 
tionalitäts-Bereiche und hier (V) die Erkenntniss der verschiedenen Stufen 
der in der Diseriminanten- Form enthaltenen Divisoren dargelegt werden 
konnte, so hat die arithmetische Theorie der algebraischen Grössen, indem 
sie in ihrer weiteren Entwickelung zur grösstmöglichen Vereinfachung und 
vollständigsten Klärung der eigenen Grundlagen geführt hat, ihre innere 
Wahrheit und Folgerichtigkeit dargethan. 











Ueber die Umformung gewisser Determinanten, 
welche in der Lehre von den Kegelschnitten 
vorkommen. 


(Von Herrn F. Caspary.) 


Der nachfolgende Aufsatz beschäftigt sich mit der Umformung ge- 
wisser Determinanten, welehe der algebraische Ausdruck bekannter, auf 
Kegelschnitte bezüglicher Sätze sind. Wenn ich mir damit erlaube von 
neuem auf ein Thema zurückzukommen, welches die Herren Hunyady ”), 
Mertens”*) und Pasch***) eingehend behandelt haben, so geschieht es, weil 
die veränderte Auffassung der Determinanten, von der ich hier Gebrauch 
mache, jene Umformungen ganz ausserordentlich vereinfacht und die direete 
Ueberführung der einen Determinante in alle übrigen sehr erleichtert. Ausser- 
dem scheint mir diese Auffassung der Determinanten, die im wesentlichen 
von Grassmann (vergl. Ausdehnungslehre. Berlin 1862. 8.37 flgd.) herrührt, 
an sich nicht ohne Interesse und insbesondere verwendbar, um bekannte 
Sätze von Kegelschnitten auf Curven höherer Ordnung und selbst auf Ober- 
flächen auszudehnen. 


$1. 
Erklärungen und vorbereitende Sätze. 
Bezeichnet man mit [pg] denjenigen Ausdruck, welcher aus dem 
algebraischen Product zweier Grössen: 


Pr = eı+ Pr &:+P3 6. 


(1.) q = Met g:&+ 956; 


*) Dieses Journal Bd. 83 8. 76 flgd. 
#=*) Dieses Journal Bd. 84 S. 355 flgd. 
*##*) Dieses Journal Bd. 89 S. 247 flgd. 


16 * 
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hervorgeht, wenn für die Producte der e die folgenden Bedingungsgleichungen: 
I\ | ee, = &;& = 030; =(): 
(1.) 


2, = —&0&; ga =—-&L&; = —&E, 
festgesetzt werden, so erhält man: 


2.) [pgl = (PP) et (PP) eert(Pı RP) ee; 
woraus sofort: 
(3.) [pp] = 9 
und 
(4) [pa] = —Lap) 
sich ergiebt. 

Im Folgenden mögen mit Grassmann die Grössen e,, &, e, als Ein- 
heiten und die Grössen der Form (1.) als extensive Grössen bezeichnet werden. 
Von ihnen werde gesagt, sie seien aus den Einheiten e,, &, e,; durch die 
Ableitungszahlen p,, Pr, Ps: gı U. 8. w. abgeleitet. (Grössen wie die Ablei- 
tuneszahlen mögen zur Unterscheidung von den extensiven Grössen Zahl- 
grössen heissen. Das unter den Bedingungen (l.) gebildete Produet [pq] 
werde das äussere Product der beiden Factoren p und q genannt; die Rech- 
nung selbst heisse äussere Multiplication. 

Bedeuten z und A zwei Zahlgrössen, so folgt aus (2.) sofort: 


(5.) [zp ig] = zA[pg), 
wobei natürlich 2 und A, wie Zahlgrössen stets, algebraisch mit einander 
multiplieirt sind. 


Wegen (3.), (4.) und (5.) ergiebt sich aus (2.) sehr leicht: 


Setzt man: 


az a,e, + d;6, + d;6;, 
= b = be, +b&+b,e;, 
(6.) | 
ce = Ga +9&+66;, 
, = de +de+d;e;, 
und 
2 k = za+z'b+xzT"c, 
(d.) u NR 
! =Ja+Nb+üc, 
so ist 
(8) [Ad] = z[ad]+z'[bd]+2"[ca], 
und 


9) AN = (’i"'—Wz") [be])+ ("A — 4") [ca] + (24 — 42") [ab). 
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Führt man zur Abkürzung die folgenden Bezeichnungen ein: 
= 5, 
(11.) 606 = E., 


a = E,.. 
und: 
' [pq] nu. L, 
46-120 = L.. 
10.) Pd Ps1 
Ph-PıG = La, 


Pıq:—-P:9ı = L;, 
so geht (2.) in 
(11) L= LE+LE-+L,;E, 

über. Die Grössen E,, E,, E, mögen wie die e,, &, e, Einheiten heissen; 
sollen sie von diesen unterschieden werden, so seien sie als Einheiten zweiter 
Stufe, jene als Einheiten erster Stufe bezeichnet. Ebenso mögen Grössen 
der Form (11.) extensive Grössen heissen und zwar zweiter Stufe im Gegen- 
satz zu den extensiven Grössen erster Stufe, welche aus den Einheiten e,., 
&;, €; abgeleitet sind. Endlich heisse auch Z aus den Einheiten E,. E,, E, 
durch die Ableitungszahlen L,, L,, L, abgeleitet. 

Unterwirft man die Einheiten E,, E,, E, den analogen Bedingungen, 
wie sie für die Einheiten e,, &. e, bestehen, setzt also fest. dass: 
|EE= EE=EE=0; 

IBE=-EE; EE=-EE; EE,=-E,E, 

sei, so erkennt man, dass sich den Formeln (2.) bis (9.) entsprechende an 
die Seite stellen lassen, welche aus ihnen hervorgehen, wenn man die kleinen 
Buchstaben durch grosse ersetzt. Um im allen Fällen Formeln, welche sich 
auf extensive Grössen erster Stufe beziehen, auf solche zweiter Stufe über- 
tragen zu dürfen, müssen die Einheiten E,, E,, E, in der nämlichen Weise 


(III) 


die Einheiten e,, &, e; erzeugen, wie sie selbst aus diesen hervorgehen. 
Daraus ergiebt sich, dass analog (Il.) 
ni, = &, 
(IV.) E;E = e, 
u. = & 


sein muss. 
Setzt man ferner: 
(v) e,& 6; = &,0,e, = 630,6 >= L. 
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so ergiebt sich aus (].) und (II.) das folgende System von Bedingungs- 
gleichungen: 

\Bıe: =&E=1 BKea=eE=0, BKa=eaE=(, 

(VL) ‘Ke=eE,=-0, Be=esE,=1 Ee&e=8E, =, 

In. =6E,=0, EBE&s=68E,=0, Be, =8E, =1, 
welches bei der jetzt zu behandelnden Multiplication zweier extensiven 
(rössen erster und zweiter Stufe seine Verwendung findet. 

Ehe ich zu dieser Multiplieation übergehe, seien noch zwei ein- 
fache Relationen hervorgehoben. Erstens folgt aus (IL), (IV.) und (V.). 
dass auch 
(V(I) EEE=BEEE=KEEE=1 


Ist, und zweitens ergiebt sich, dass wenn 


= lea +be+ be, 


Im = m,e, +m,e&,+ m; e; 
und 


L= LE+LE + LE,. 
M= ME + NM, E,+M,E, 
gesetzt wird, aus 
ca m, 
L=M 
die drei Gleichungen I, = m, bez. L,=M, (a=1,2,3) hervorgehen; und um- 
gekehrt, dass diese Gleichungen I=m bez. L=M zur Folge haben. Diese 
letztere Behauptung ist an sich einleuchtend, und die erstere ergiebt sich, 
wenn man /=m bez. L=M der Reihe nach mit E,, E,, E, bez. e,, &,, e; 
multiplieirt und (VI.) beachtet. 





Um nun das Produet zweier extensiven Grössen, von denen die eine 
erster, die andere zweiter Stufe ist, zu behandeln, werde wie in (1.): 
? = M&+Ppe&+P;6&, 
(12 g= gerne: +6 
> 
Ag ausserdem: 
r=ne+ne&-+r;6& 
gesetzt. Dann war nach (2.) und (Il): 
( 13.) [pg) nn (pP: 9; —P3Q:) E,+ (Ps: — 9,9) E:+ (Pı . —P: 9ı) E;. 


Multiplieirt man dieses äussere Produet mit r, während die Bedingungen 
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(VI.) gelten, und bezeichnet das Resultat mit [pgr], so ist: 
Pı Pı Ps 
(14) [er] = Mn ©. 
nr 
Nennt man [pgr] das äussere Product der drei extensiven Grössen p, q, r, 
so erkennt man, dass das äussere Product dreier ezxtensiven Grössen erster 
Stufe die Determinante ihrer neun Ableitungszahlen ist. Der nämliche Satz gilt, 
wie sofort ersichtlich, auch für extensive Grössen zweiter Stufe, so dass wenn: 
‚? = P,E,+P;E,+P,E,, 
(15.) (0 — Q,E, 5 Q,E,+Q;E;, 
R= RE -+RE-+R,E, 


ist und die Bedingungsgleiechungen (III) und (VIl.) bestehen, auch: 


P, P, P, 
(16.) [POQOR] = ® 9 0; 
R,k, R, R, 


ist. Aus (14.) und (16.) ergiebt sich sofort: 
\Lppr] = 9, 


17.) | 
Ben ![pgr] —= —[gpr] = [rpg] u. Ss. w. 


und ebenso: 

J[PPR] = 0, 

'[POR] = —-[OPR]) = [RPQ] u. s. w. 

Das äussere Product der Grössen [pg] und r war vorhin mit [pgqr) bezeichnet 
worden, statt mit [[pg]r]. Von dieser vereinfachten Bezeichnungsweise, 
nach welcher nur das Produet in eckige Klammern gesetzt wird, nicht aber 
auch die Faetoren, werde ich durchgehends bei allen denjenigen äusseren 
Produeten Gebrauch machen, bei denen einzelne Factoren selber äussere 
Produete sind. Insbesondere werde ich das äussere Produet [pgr], wenn 
p= [PP], g=[00), r= [RR’) ist, einfach [PP' 00’ RR’) schreiben. 


$ 2. 


Die Identität: [pgR] = [pR])g —[gR]p. Folgerungen. 


Nach diesen Vorbereitungen gehe ich dazu über, eine ausserordent- 
lich einfache, aber für die ganze folgende Untersuchung fundamentale Hilfs- 
formel herzuleiten. 
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Es sei, wie in (12.), (13.) und (15.): 
' Pie +Pp&+P;36&, 


| ‚ Ds Heatnp&+ 46, 


pre = (RB —-PBg)E + Bm -mG)ER+ (kp n-pgqı)E;, 
R= RE+RBE+R,E,, 


(19.) 


und es werde das äussere Produet aus [pg] und R gebildet, welches nach 
der am Ende des vorigen Paragraphen gemachten Bemerkung mit [pgR] 
zu bezeichnen ist. Dann ergiebt sich, wegen (III.) und (IV.): 
LpgR| u (pq—-pıg)R;—(pı 9: —PrQı) R;) e 
(20.) | +((pı P—P:9,) Rı— (Pr — P3Q:) R,)e; 
+ (PP) R— (pr — Pı95) Rı) e&;. 
Da aber die Factoren der Einheiten e,, &, e, der Reihe nach sich in: 
(pr R+pR+pR)g,—R+gR,+gR;)p, (a=1,2,3) 


umformen lassen und nach (V1.): 


pR,+pR,+pR, = [pR], 

qgR,+gR,+4gR; ns (gR] 
ist, so geht (20.) in: 

(22.) [pgR] = [pR]lg—[gRlp 

iiber. Zu dieser Fundamentaltormel ist zu bemerken, dass [pR] und [qR], 
wie aus (21.) ersichtlich, Zahlgrössen sind, also bei weiterer äusserer 
Multiplieation von (22.) mit anderen extensiven Grössen, wie die Zahlgrössen 
z und A in (5.), vor die eckigen Klammern treten. 

Von den mannigfachen Folgerungen, welche man aus (22.) ableiten 
kann, seien hier nur einige erwähnt, welche im Folgenden sehr häufige 
Verwendung finden. 

Setzt man nämlich: 

p=a, q=b, R=|cd], 
so folgt aus (22.): 

lab cd) = |acd]b— [bed] a. 
Da aber andererseits: 


[ab ed] = — [ed ab] = —[abe] d+ [abd] e 
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ist, so ergiebt sich die Identität: 
[acd)b—|bedJa = — [abe] d-+ [abd] c 
oder 
(23.) [bed]a-[acd])b+[abd]e—[abe]d = V. 


Multiplieirt man diese Identität äusserlich mit [ef], so folgt wegen (8.): 


(24.)  [bed][aef]—[acd][bef] + [abd)[cef]—[abe][def) = 0, 

wobei nach (14.): 
[bed] = b, 6, b, 

ao 

. u a 
u. 8. w. ist. Ersetzt man in (24.) die Buchstaben a bis f durch die 
Ziffern von 1 bis 6 in irgend welcher Anordnung, so erhält man dasjenige 
Formelsystem, welches Herr Cayley Quart. Journ. tom. XV p. 55—57 aufge- 
stellt hat. (Vgl. auch dieses Journal Bd. 83, S. 230.) 

Drei andere Formeln, welehe ebenfalls später oft gebraucht werden, 
sehen aus (22.) hervor, wenn man für p, q, R der Reihe nach die Werthe 
a, b, [ac]; a, b, [be]; a, ce, |be] setz. Man erhält dann: 

[abac]) = [abe]a, 
(29.) ([abbe] = [abe]b, 


ITac be] = [abe] ec, 
weil nach (17.): 


faac|=0, [bac]) = —[abe] u. s. w. 
ist. Aus (25.) folgt leicht: 
(26.) [abacbe) = [abe)‘. 
Analog (22.) erhält man: 
(27.)  [POr) = [Pr]Q-[Or]P, 

wenn: 

P= PE-+P,.E+P,;,E,, 

0 = Q,\E+0Q:E,+0; E;, 

R= RE+RE;-+R;E, 
gesetzt wird. Ausserdem leuchtet ein, dass auch die (25.) und (26.) analogen 
Formeln für die Grössen A, B, C gelten. 


Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 2. 17 
































Caspary, Determinanten aus der Kegelschnittstheorie. 


$ 3. 


Umformung von Bu [ab de beef cd fa). 

Stellen die Ableitungszahlen p,, p:, P5; qı u. s. w. die homogenen 
Coordinaten der Punkte p, q, r dar, so zeigt (13.), dass die Ableitungs- 
zahlen des äusseren Productes [pg] die Coordinaten der durch die beiden 
Punkte p und g gelegten Geraden sind. Ferner liefert das äussere Pro- 
duet [pgr] nach (14.) den doppelten Inhalt des Dreiecks, welches die Punkte 
p, g, r zu Ecken hat; und insbesondere ist [pqr] = 0 die nothwendige und 
hinreichende Bedingung dafür, dass die drei Punkte p, q, r in einer Ge- 
raden liegen. Ganz ebenso sind die Ableitungszahlen von [PQ] die Coor- 
dinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden P und 9, wenn ihre Coor- 
dinaten die Ableitungszahlen P,, P;, P,;; Q, u. s. w. sind; und ebenso stellt 
[POR] den doppelten Inhalt des von den drei Geraden P, Q, R um- 
schlossenen Dreiecks dar, während [POR] = die nothwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür ist, dass die drei Geraden P, Q, R durch einen 
Punkt gehen. 

Es seien nun a, db, c, d, e, f sechs Punkte, welche das Sechseck 
abedef bilden. Seine drei Paar Gegenseiten sind ab, de; be, ef; cd, fa und 
deren drei Schnittpunkte [ab de], [be ef], [ed fa]. Liegen diese drei Punkte 
in einer Geraden, ist also: 

[ab de bceef cdfa] = V, 
so sind nach dem Pascalschen Satze a, b, c, d, e, f sechs Punkte eines 
Kegelschnittes; und umgekehrt liegen jene sechs Punkte auf einem Kegel- 
schnitt, so ist stets die obige Gleichung erfüllt. 

Für die folgenden Umformungen werde die linke Seite obiger Glei- 
chung, bezeichnet durch w, also: 

(28) ww = [abde bcef cd fa] 
als Ausgangspunkt gewählt. Setzt man in w den dritten Factor an die erste 
Stelle und vertauscht in [ab de] und [be ef] die Reihenfolge der Factoren. 
so bleibt nach (17.) & ungeändert. Man erhält also auch: 


(29) w= [edfa deab efbe)]. 
Setzt man hierin für den Augenblick: 
[ed] = P, 
fa] = 0, 
[deab] = r, 








Caspary, Determinanten aus der Kegelschnittstheorie. 131 


so folgt wegen (27.): 

[ed fa deab]) = [abd]|cde]|fa] + [abf] [ade] |cd], 
weil nach (25.): 

[Pr] = [ed de ab] = [cde] [dab] = [abd] [cde] 
und: 

[Or] = [fa de ab] = — [ab af de] = — [abf] [ade] 
ist. Multiplieirt man die letzte Gleichung noch äusserlich mit [ef be], so 
erhält man, weil auch: 


[fa ef be] = —[aef] [bef] 


und: 
[edefbe]| = [bed}[cef] 
ist: 
(30.) = —[abd] [aef][bef] [ede] + [abf] [ade] [bed] |cef]*). 
Erwähnt sei noch, dass sich diese Formel auch ergiebt, wenn man in (28.): 
(ab de] = p, 
(beef] = 9, 
[cd] = R 


setzt, Formel (22.) anwendet und schliesslich mit [fa] äusserlich multiplieirt. 
Vertauscht man auf der rechten Seite von (30.) « mit ce, so gehen die beiden 
Producte, deren Differenz gleich ® ist, in einander über, jedoch mit ver- 
änderten Vorzeichen. Daher folgt, dass, wenn man in (28.) a mit e ver- 
tauscht, der entstehende Ausdruck = —w wird. Hieraus ergiebt sich: 
w= [ab de beef ed fa] = —[chde baef ad fe] 
oder auch: 
(31.) w=[abde beef cd fa] = —-[ad fe de ch ef ba). 
Es werde nun: 
m =[be, D= [ef], 
(32) B=[ca, E=[fa], 

C=[ab]l, F=[de] 
gesetzt, und es sei 42 derjenige Ausdruck, welcher aus »& hervorgeht, wenn 
man a, b,... f mit A, B,... F vertauscht. Dann ist wegen (28.): 

(33.) 42 = [ABDE BCEF CD FA), 





*) Vgl. Hunyady, dieses Journal Bd. 83, Seite 83, Formel (27.) und auch Pasch, 


dieses Journal Bd. 89, S. 248, Formel (2.). 
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woraus sofort: 
2 = [abc]’[def)’[cfad ab ef de be] 
oder auch: 


34) 2 = [abe]’[def]’[ad fe de ch ef ba] 
hervorgeht, weil wegen (25.) und (32.): 
[Ab] =[abele, [DE) = [def] f, 
[BC] = [abe]la, [EF]= [def]d 
ist. Aus (31.) und (34.) aber folgt: 
IABDE BCEF CDFA] 


en — —[abc]' [def] [ab de be ef cd fa], 
oder auch: 
(6) 2 = -[abe]’ [def w*), 
wenn £2 und A, B... F dureh (33.) und (32.) definirt sind, 
Da die rechte Seite von (28.) bei eyklischer Vertauschung der Buch- 
staben in ihren negativen Werth übergeht, so ergiebt sich aus (30.): 


37.)  o = —J[abe][adf]|bef]|[ede]-+ [abf} [acd] | bee] [def], 
woraus bei weiterer eyklischer Vertauschung: 
(38)  ow —= —[abe][aef]|bde][edf] -+ [abe] [acf} [bed] [def] 


hervorgeht. 

Der durch (30.) gegebenen Darstellung von w lässt sich eine andere 
an die Seite stellen, welehe aus jener hervorgeht, wenn man die Iden- 
tıtät (23.): 

[bed] a— [acd]b-+[abd] e— [abe)d = U 
benutzt. Multiplieirt man dieselbe nämlich äusserlich mit [de], so folgt. 
weil [dde] = ist: 
lade]|bed]) = [acd]|bde) — |[abd]|cde], 
woraus, wenn man d mit f vertauscht: 
— [aef][bef] = — [acf][bef]+ [abf] [eef) 


hervorgeht. Multiplieirt man die erste dieser Identitäten mit [abf][cef], die 
zweite mit [abd][ede] und addirt, so folgt aus (30.): 


(39)  w = —[abd] |[acf}|bef]|ede] + [abf]|acd]|bde]|[cef], 


*) Vgl. Mertens, dieses Journal Bd. S4, Seite 358 und Pasch, dieses Journal Bd. 89, 
Seite 248, Formel 3. 
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woraus durch eyklische Vertauschung die beiden anderen Formen: 
(40) o = — [abe] [adf]|bde]|cef) + [abd][acf]| [bee] def), 
(41.) w = —[abd]|aef]|bee] |edf| + [abe] [adf} [bed] |cef) 
hervorgehen. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (30.) und (39.) bleiben, abge- 
sehen vom Vorzeichen, beide ungeändert, wenn man d und f vertauscht. 
während eine Vertauschung von a mit ce oder von b mit e die erste der- 
selben, und eine Vertauschung von a mit e oder von b mit e die zweite 
derselben nicht ändert. Aus diesen fünf Vertauschungen gehen aber bei 
eyklischer Permutation der Buchstaben a, b, ... f zehn andere hervor, für 
welche »& wegen (37.) bis (41.) nieht geändert wird. Daher bleibt w, ab- 
6.5 
2 
der sechs Buchstaben a, b,... f. Auch das Vorzeichen ist aus der Be- 


gesehen vom Vorzeichen, ungeändert für sämmtliche — 15 Vertauschungen 


merkung leicht zu bestimmen, dass w jedes Mal sein Zeichen ändert, wenn 
man zwei Buchstaben vertauscht. Hieraus folgt also, dass es für & 15 ver- 
schiedene Darstellungen giebt. Man erhält dieselben aus jedem der drei 
Gleichungspaare (30.) und (39.), (37.) und (40.), (38.) und (41.), wenn man 
von den 15 möglichen Vertauschungen der Buchstaben a, b, ... f zuerst 
diejenige aussondert, die beide Gleichungen eines Paares ungeändert lässt, 
dann diejenige, welche die eine Gleichung eines Paares in die andere über- 
führt, und von den 13 bleibenden Vertauschungen in der einen der beiden 
Gleichungen diejenigen 11 vornimmt, welche ihre rechten Seiten ändern. 
während man diejenigen beiden Vertauschungen, die dies nicht verursachen. 
auf die andere Gleichung anwendet. 

Der Kürze halber unterlasse ich es, diese 15 Gleichungen herzu- 
schreiben, zumal dieselben von Herrn Hunyady Bd. 83 Seite 83 und tlgd. 
zusammengestellt sind. 

It »=0, so liegen, wie bereits bemerkt, die sechs Punkte a, b, ... f 
auf einem Kegelschnitte. Alsdann folgt aus (30.): 

[abd][aef]|bef\|ede] = |[abf| |ade||bed)|cef). 
und diese Gleichung liefert in verschiedener geometrischer Deutung die vier 
Theoreme, welche nach ihren Entdeckern Pappus, Desargues, Newton und 


Chasles benannt sind*). Ebenso ergiebt (35.) für o=0 den bekannten 


*), Vgl. Hunyady a.a. 0. S. 76 flgd. 
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Satz, dass die Seiten zweier Dreiecke, deren Ecken auf einem Kegelschnitt 
liegen, einen anderen Kegelschnitt berühren. 


Vertauscht man in (32.) und (35.) 5b mit e und B mit E und setzt: 
(A'=[ce, D'’=[fb], 
(42.) !B=[dfl, E= [ac], 
C=[eal, F'=[bd], 





so folgt aus (39.): 
(43) | [AB'DE BCEF UD FA) 

u I= —[ace]’[bdf]’[ab de be ef cd fa] 
oder, wenn man die linke Seite mit 2’ bezeichnet, 

(44) 02' = —J[ace]’ |baf]’w. 
Diese Identität ergiebt für ®=(0 den bekannten Satz: Wenn man in einem 
Pascalschen Sechseck abedef die sechs Geraden ce, df, ... bd zieht, so 
bilden diese ein Brianchonsches Sechsseit. 


$.4. 
Ableitung einer Determinanten-Identität. Der Carnotsche Satz für Kegelschnitte. 

Es seien @, H, K; @, H', K' sechs gerade Linien. Da zwischen je 
vier von ihnen eine lineare Relation bestehen muss, so kann man setzen: 
G = oG+PH-+YK. 

Multiplieirt man diese Gleichung äusserlich mit [HK], [K@], [GH], so folgt 
wegen (18.): 
[@HK]) = «a|[GHK), 
[@ KG) = PIGHK), 
[@ GH] = y[GHR). 
Die Einsetzung der hieraus sich ergebenden Werthe von «, £, y in obige 
Gleichung liefert die folgende Identität: 
IGHK])@ = [@HK]G+[@ KG) H+[@GH|K, 
aus der durch äussere Multiplication mit @: 
IGHK])[GG) = —[@G@K)[GH)+[@GH)[GK) 
hervorgeht. Hieraus folgt durch eyklische Permutation der Buchstaben @, 
H, K; @, H, K': 
[GHK][HH) = — | HHK]|GH])— |H'HG][ HK] 
und 
IGHK)[KK') = — [K'KH]|[GK]—[K'KG][HK). 
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Multiplieirt man diese drei Formeln äusserlich und beachtet, dass analog (26.): 
[GH GK HK] = |GHK 

ist, so folgt: 

(45.) —[GHK][GG HH’ KK) = [@ GH) H'HK\K'KG)+[G@GK)| HHGI KK), 


Setzt man hierin: 
G=[ab], @ = [de], 


(46.) H=[cd, H'’= [fa], 
K=[ef, K=[be], 
so geht wegen (28.) [G@ HH’ KK’) in » über. Weil aber ausserdem 


wegen (29.): 





[@ GH] = [abd][ede), [@GK) = —[abe) def), 
[HHK]= [aef\[cdf|, [H’'HG) = — |abf] [acd), 
[K'K@G] = [abe]|bef), [K'KH) = —|bed][cef] 
ist, so folgt aus (45.): 
\Lab cd ef|w = — [abe] |abd]|aef}|bef]|ede] |[cdf] 
| + [abe) |abf| [acd] |bed] |cef\|def|*), 
wobei zu bemerken ist, dass der Factor von », nämlich [ab ed ef], wegen 
22.), (24.) und (27.) noch die folgenden drei Formen: 
Lab cd ef] = — [abe] [def]+|abd}|cef] 
(48.) | —  [acd]|bef|— |bed][aef) 
—= [abe)|cdf]| —[abfl[cde| 


(47.) 


annimmt. 

Erwähnt sei noch, dass Formel (47.), ebenso wie jede der 14 übri- 
gen aus ihr durch Buchstabenvertauschung hervorgehenden Gleichungen. 
( 


ie) 
*% 


geometrisch gedeutet, den Carnotschen Satz **) für Kegelschnitte ergiebt. 


SD. 
Erklärungen und Identitäten. Umformung von —o in d = [a*b?e?d?e?y?). 
Wenn die sechs Punkte a, b, ... f auf einem Kegelschnitte liegen. 
so verschwindet, wie bekannt, die Determinante 
de = F+tab;c;(d.d,) (ee) (fıfr)- 


*) Vgl. Hunyady, Bd. 83, S. 85, Formel (43.). 
**) Vgl. Hunyady, Bd. 83, S. 80. 
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Um nun durch direete Umformung von ® den Nachweis zu führen, dass 
o—= —0 ist, sind einige Erweiterungen der bisher auseinandergesetzten Prin- 
cipien nothwendig, welche jetzt gegeben werden sollen. Ich beginne damit, 
die in $ 1 aufgestellten Erklärungen von drei Einheiten auf beliebig viele 
auszudehnen. 
Setzt man: 
p = ma +tp&+'"+tp:e, 
us Heatpe&t ‘tg, 


so mögen die Grössen p und q extensive Grössen heissen und zwar abge- 
leitet aus den Einheiten e,, &, ... e, mit Hülfe der Ableitungszahlen 


Pı, Pıı - =: P35 Id Ar :.:. 
Multiplieirt man p mit q unter den Bedingungen: 


. ee, =, 
(VIII) (G,6=1,2,...r) 
ee = —&0,, 
so heisse das Produet ein äusseres und werde durch [pg] bezeichnet. Die 
(Gleichungen (VIII) mögen die Bedingungsgleichungen der äusseren Multipli- 
cation genannt werden. Zu ihnen trete für ein äusseres Produet von r Fac- 
toren die fernere Bedingung: 


dA) aa el 


Es seien &, &, ... &, und &. &, ... &, zwei Systeme von je p 
Einheiten. Für jedes dieser Systeme mögen die Bedingungen der äusseren 
Multiplieation gelten, während die Einheiten des einen Systems mit denen 
des anderen dureh die Bedingungen: 

Aa . 

en e,&, = 0 Er 
verknüpft sind. Einheiten, für welche die Bedingungen (X.) gelten, mögen 
sich ergänzende Einheiten heissen. Dass &, die Ergänzung von e, ist, 
werde mit Grassmann durch 

Fi) use 
bezeichnet. Ersetzt man in: 

h = Hu +ba+--+he, 


die Einheiten &,. &. ... &, durch ihre Ergänzungen, so mag der entstehende 
Ausdruck durch bh bezeichnet werden und die Ergänzung von h heissen. 
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Dann ist also: 
(X) h en h & +. &+'++D, e. 

Bemerkt sei noch, dass aus &,= e, auch e,= €, folgt. und dass beide 
Gleichungen zusammen: 

(AL) de) = 
ergeben; oder in Worten: Die Ergänzung von der Ergänzung einer Einheit 
ist diese Einheit selbst. Dasselbe gilt für extensive Grössen, d. h. es ist auch: 

(X1I1*.) (bh) = h. 
Es sei nun: 


(49) 1? = p&+p.e++p,e. 
' ? g = eatrpRe+'-+ge 
une 
50. E — P,E,+P;E, Heer -t P.E. 
(UV, , 0 = Q,E\+Q:E,+--+0O E. 


Dann folgt: 
[pgl = (pP. —Pı9.) e: 6 ar 


1 


und 
[PO] = Z(P.Q,—-P,Q)E;E, 
c‚d . 
. . ’ 2 . . ‚ r(r—1) 
Bilden nun nicht nur die 2.r Einheiten e, und E,. sondern auch ihre 2: — 


Combinationen zur zweiten Ulasse ohne Wiederholungen Systeme sich er- 
gänzender Einheiten, ist also: 
e.E, =1. 
eo 4 e, E, = () 4 ı % N 2 
(51.) \ n n ( 1 h N )- 
oe (E,E) =1, 
(ee) (E.E,) = 0, 


a 


so folgt: | 
[[pg] [PO]]| Zi <(p: Ps Q:) (P, (0, — P, 0 .). 
woraus nach einigen einfachen Umformungen sich ergiebt: 


[[rg][PO]] = (pP) (4. 0)— Z(p.0,)&(gP,) 
oder 


(52) [Ira] [PQ]] = [pP] [g0]-[pQ] [gP). 
wobei wegen ,E,=1, e,E,= 0 
[pP] = pP +pP+--+p,P.. 
[a0] = q 0, +%0:+ +40 





u. 8. w. ist. 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 18 
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Hervorheben will ich noch einmal, dass die Gültigkeit von (52.) 
darauf beruht, dass die Systeme der Einheiten, aus denen p, q und [pgq] 
abgeleitet sind, die Ergänzungen der Einheiten bilden, aus denen bez. P, 
0 und [PQ] abgeleitet. 

Bisher wurden extensive Grössen nur durch äussere Multiplieation 
verknüpft. Es wird aber für das Folgende nothwendig, auch die algebraische 
Hultiplication extensiver Grössen in Verbindung mit der äusseren zu betrachten. 

Zwei extensive Grössen heissen algebraisch multiplieirt, wenn für die 
Kinheiten, aus denen sie abgeleitet sind, das commutative Gesetz 

e.& = &6, 

besteht. Bezeichnet man mit p.g das algebraische Pıoduet zweier exten- 
siven Grössen p und q, wobei 

P = pie +Pp&+P;36& 
und 

g= Mare +56 
vesetzt Ist, so folgt: 
53.) 9 = PNatppetPpge+ (Pr tPg et pt Ppig lese tpıg.+pgı)eıe, 
woraus für g=p 

p = mea+pme+p6&+ 2p.p && + 2p;pı &eı + 2pıp: &ıe; 

hervorgeht. Hierbei ist, wie bei Zahlgrössen, p.p =p' gesetzt. 

Ebenso folgt aus: 

P= P; E,+ P,E; > P,E;, 
e pe Q,E,+0:E;+0Q;E; 
dureh algebraische Multiplieation: 
va = PF, Q,Ei+ P, O; E,+P, Q; E,+ (P; Q;+ P, Q;) E,E; 
+(P,Q,+P,ı0)E,E\+(P,Q,+P,Q)EıE.. 
Fasst man die sechs Produete der Einheiten E,, E,, E, nämlich: 
(55.) , E, E, EE, EE, EEE: 


als sechs neue linear von einander unabhängige Einheiten auf, so kann 


( 94.) 


man sagen, P.Q sei aus ihnen abgeleitet. Ebenso heisse p’ aus den sechs 
Einheiten: 
56.) ei, e&, 5, 206, 2se, 2e,e, 
abgeleitet. 
Sind nun die Einheiten e, &, e, und E,, E,, E, und ebenso _ die 
Einheiten in (55.) und (56.) einander ergänzende Einheiten, d. h. gelten 
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ausser den bereits festgestellten Bedingungen: 
ei =1, Ä 
e, E,; ur 0 | 
die folgenden neuen: 
NN u): O, 
(XIIl.) Z(e,&)(E,E,) = 1. F 
(se)(E,E) = 1, 
so folgt: 
7.) [pX P.Q] = [pP] [pQ]. 


I[pP] = pPı+pPı+pP;, 
![pQ) = MVYı+Pp: 0, -+P 0; 


wobei. wie oben 
(58.) 


ist. 








Die Bedingungen (XIII) gestatten auch das allgemeinere äussere 


Produet [p.g P.Q], dessen Faetoren algebraische Produete sind, zu bilden: 


man findet wegen (XIIl.) sehr leicht: 
(59)  [p:g P.Q) = [pP |00|+ PO] [qP] %, 


woraus für g=p (97.) hervorgeht. 


tv 


Ersetzt man B0 einfacheren Schreibweise wegen die beiden Systeme 


von Einheiten in (55.) und (56.) bez. dureh: 


ie Ei 
und 
€. €), &;, Ei. €;. Eis 


so erkennt man, dass die Bedingungen (XIII) in die (X.) analogen 


ce 1, 
(X11I*.) ; 


le. E, = 0 
übergehen. Unterwirft man die Einheiten e und E selbst der äusseren 


Multiplieation und setzt: 


a = a8, +40,8,+438;+ Q,038,+ 30,84 4,38; = Pitt pet +psE 


| E = G8+G84+%8&+6,9,846,6&5+6,6%, = itpet +08 


| 60.) F.G = F,@G,E,+ ir F, ‚Gt F; (r,) F,- (F,@, HF, (r; ) 
(bV, 

i or (F@+RFR,G)E, = PP E+P;.E,+--+P.E, 
lu. = H,K,E + an E,+H en H,K;+H,K,) E,+ (H,K,+ HK, 


+(HK+H,K)E,= QGE+0,E:-+:--+0,E, 


*) Vergl. Grassmann. Dieses Journal, Bd. 84, S. 277 


18* 





— 
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so folgt wegen (32.) 

[[a’ e*] [F.@ H.K]] = [a F.G][e' H.K]—[a’ H.K][e’ F.G), 
woraus wegen (57.) die Hilfsformel: 

(61.) iG c'] [F.G H.K]| = [aF][a@][cH][cK]—[aH][aK][cF][c@] 

hervorgeht. 

Specialisirt man diese allgemeine Formel nun dadurch, dass man: 
jF = [bd], H= [bf), 
IG =[ef], K= [de] 
setzt, und lässt man wie in $ 1, (11): 

E,= &e;, 


E,= 80, 


(DZ. 


E; = e,®; 
sein, so folgt aus (61.): 


| [«’ ce || [bd). [ef] [öf).Lde] ]| = [abd] [aef] [ebf] [ede] — [abf] [ade] |cbd] [cef]. 
Da aber [ebf] = —[bef] und [ebd] = — [bed] ist, so ist die rechte Seite dieser 


Gleiehung, wie aus (30.) ersichtlich, gleich . Man erhält also: 


(63) w= [[«e][[0a1.Lef} [öf).Lde]]] 
und erkennt. dass die weitere Umformung von ® von der Entwickelung 
des äusseren Productes [ [dd].Lef] [df).Lde] | abhängt. 
Um Producte dieser Form zu untersuchen, werde 
(64) 9 = [Ipgl.rs] [psl.igr] | 
betrachtet, worin: 
ıp= Mmeatp.&+P;&, 
ne ” = Bea te: +56, 
(69.) | 
u = ne +n&+1r36&, 
s = se +9:&+386; 
ist. Hieraus folgt: 
Ipq] u (PB-Bp):S5 + Bm -PG)Sea + (pn —Pprgı) ee, 
oder, wenn man, wie bisher: 


ee =E, a=E, ege&=E, 
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und überdies: 
(RG—-PpgQ) = F, 
(P9ı=P:19;) — Pr 
(Pı 7 P2Qı) 2a F,; 
setzt: 
[pgl= FR E-+RE,+F,E,=F. 
Ebenso kann man setzen: 
rs])=@, [pj=H, [erj=Ü, 
wobei @G@, H, K ebenso wie Faus E,, E,, E, abgeleitet sind und zwar mit 
Hilfe der Ableitungszahlen, @,. @, @,. H,.... welche aus F\. F,, F, durch 
Vertauschung von p und q mit r und s, p und s, q und r hervorgehen. 
Dann folet aus (64.) 
p= [F.G H.K), 


wobei die aleebraischen Produete F.@G und H.K die in (60.) aneerebenen 
te) >.» 





Werthe haben. Bildet man nun das äussere Produet y, so erhält man 
wegen (60.) einen Ausdruck, der aus den 15 Einheiten: E,E». E,E,,... E,E, 
abgeleitet ist. Nach der zu Gleichung (52.) gemachten Bemerkung sind 
diese Einheiten aber die bez. Ergänzungen zu &&, &&. -.. &&., d.h. es ist: 
(66.) (E,E,) = |(e, &) 0-1 

Was andererseits die Coeffieienten der 15 Einheiten E,E,. E,E,. ... E-.E, 
anbetrifft, so sind sie bez. die Determinanten: 

F,G, FG, F,G, F,@,; F,G+FG, F@+R@G, 

HK, HK, HK HK,  HK-+HK, HK-+H,K 
und diese stimmen, wie eine einfache Umformung derselben lehrt, mit den 
Coeffieienten von bez. : 

3,66), By), +: Aa) 


} iiberein. Hierbei ist nach dem Früheren: 


in der Entwiekelung von [p’g’r’ s’) 
67) Pe ps+paR+P&5 + mp + PP + Ppıp>& 
1.8. w. Da aber die obigen Einheiten wegen &,& 8; &,&&, = 1 nichts anderes 
sind, als die bez. Ergänzungen von (&8&), (&&), ».- (&&), also als: 
(&&), a) -.. (E58), 


so erhält man schliesslich, wenn man noch die für die Ergänzung einer 


extensiven Grösse gegebene Erklärung (XII.) beachtet, die Endformel: 


(68) [IpglIrs] IpslIgr)) = Ipg’r' s). 
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Hierin bedeuten, um es noch einmal zu wiederholen, [pq]. [rs] u. s. w. 
und ebenso [p’g’r s’] äussere Producte, während [pg].[rs] und [ps].|qr| 
algebraische Producte der Factoren [pq]. [rs] und [ps]. [qr] bezeichnen, und 
der senkrechte Strich vor der eckigen Klammer der rechten Seite bestimmt, 
dass nach vollzogener äusserer Multiplication die Einheiten durch ihre Er- 
sänzungen ersetzt werden sollen. 

Für 

9 =b 1r=Ee, 
gq=d, s=f 
geht (68.) in: 


[Iddl.lef] Idfl.Ide]]| = We ff) 


über. Bei Benutzung dieser Formel erhält man aus (63.), weil (&,&) (&,&) = 1 





und (£,8) |(&.&) = VÖ Ist: 
o=lachde fi) 
oder auch: 
69.) vw = -[ebede fi]. 
wobei «a, b’, ... f' durch (67.) bestimmt sind und 895%,&5%=1 Ist. Da 


desshalb das äussere Produet rechter Hand identisch die Determinante 
d = F+ab;c;(d,d,) (ee) (fıf) 
darstellt, so folgt *): 


= —0d 
w. z. b. w. 
6 
Umformung von »® in # = [b.e c.a a.b es f.d d.e]. 
Nachdem im vorigen Paragraphen nachgewiesen worden, dass w = — d 


Ist. wo 
0) I9= [abe de ff} 
war und a, b’, ... f die aus (67.) hervorgehende Bedeutung haben. werde 
jetzt eine weitere Umformung gegeben. 
Setzt man zur Abkürzung: 
(abe) = %, 
er) ü 


und multiplieirt das äussere Produet [a’b ec] aus. so erhält man für % 


(71.) 


einen Ausdruck. welcher aus den zwanzig Einheiten & 88. &&&. ... E88, 
abgeleitet ist: das Nämliche gilt für Q. DBezeichnet man alsdann die Coef- 


*) Vgl. Mertens, Bd. 54, 8. 357 und Pasch, Bd. 9. 5. 248. 
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—_ \ 


fieienten von &,&8 in % und Q bez. durch %,.. und Q,.., so erhält man, 


weil IE IK ZE FE IE Z 1 ist: 


Awf‘ \ 
(12) Ö = Vr0 e—d, 
wobei 
u “| En ri N ı mM u 
P .. Dir Ass — Br Os + Bızı Oase 
ee .\ SR y Sye » 
m 0 = 1, O3, — Bar 34, — 113: Yo 
( 13. ) i B En OR En Y . 
Ei 1365 9245 T 10 a4 Pi 23; 
ı m 
\ TFT ER 


ist und z und © bez. aus o und o durch Vertauschung von B und © her- 


vorgehen. Hierbei ist zu bemerken, dass das Vorzeichen von BO. in 
o und 5 positiv oder negativ ist, je nachdem 2,8,2.865= +1 oder=—] 


wird. Von den zwanzig Coefficienten ®,,. müssen die beiden: B,., und 8,., 
direet umgeformt werden; die übrigen achtzehn dagegen lassen sich aus 
vier von ihnen, etwa aus Bi, Biss; Pur, Bi; durch passende Vertauschung 
der Indices ableiten. Auf diese Weise findet man: 

D33 Zn 2Bı3+ Biss. B;-, a Pıs; 

Br = Bit Bar Ba = Bin, 

Ba; = Bo — Pi. P,,. = — 2; ‚ 

Pa — Pu. » . = Dass 


wobei 


(13) [be ca ab] = % 
gesetzt und der Coefficient von &,&,& in® mit ®... bezeichnet ist. In (75.) 
sind b.e, c.a, a.b algebraische Produete und es ist, wie früher: 
b.e = b,c8 + b,c,&; +b,0,5-+(b;e; -b,6,) €, 
+ (bc +b,6)&,+ (bo +b,c,)&, 


woraus die Werthe für e.a und a.b durch Buchstabenvertauschung hervor- 


gehen. Setzt man entsprechend (75.) 
(76.) [ef fd de) = & 
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und bezeichnet den Coefficienten von &&& in Q mit Q... so erhält man 
ein (74.) analoges Formelsystem, in welchem nur B. %, «a, b, ce bez. mit 
QD. O@. d, e, f vertauscht sind. Setzt man alsdann die Werthe von B.. 
und Q,., in (73.) ein und bezeichnet mit oe’, 0’, r', ve’ die Ausdrücke, welche 
aus 0, 0, T, » hervorgehen. wenn man ® und O mit BP’ und DO vertauscht. 
so findet man sofort: 
(77.) p — 7 +0, 
o0= 6, 

wobei 

= Bit Pım Ist Pıs On 


ist. Durch Vertauschung von ® mit O und P mit ©, folgt aus (77.): 


a 
(78.) \. er a ’ 
v= —v 

und daher: 

o+0—-T-r = — (0 +0—rT—r') 
oder: 

Ö — —4, 

wobei 


3 = [b.e ca ab ef f.d d.e] 
ist *%). Dieses äussere Produet ist aber wegen & &83#,8,%,—= 1 und wegen der 
den algebraischen Producten b.c, c.a, ... d.e beigelegten Werthe iden- 
tisch mit der Determinante sechster Ordnung: 
Z+lbe)(sa)\ab)gp+ef)(fhb+ Kd)ldıes+tde,). 
U.d. w. z.b. 


”) Vgl. Mertens, Bd. 84 S. 359 und Pasch, Bd. 89 S. 240. 
Berlin. den 1. November 1880. 
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Sur une application du th6eoreme de 
M. Mittag-Leffler, dans la theorie des fonctions. 


(Extrait d’une lettre adressce a M. Mittag-Leffler de Stockholm par M. Ch. Hermite 
a Paris.) 


A M. Weierstrass est due, comme vous le savez bien, la remarque 
importante que l’expression analytique de la fonetion D,log/'(1+z), par 
la formule 


. 
c+[1- sltla ee at n eh 
a et€ Ja premiere indieation qui ait mis sur la voie de votre theoreme 
general. Cest en effet le premier exemple connu, ol la serie des fraetions 
simples, &tant divergente, se change en une serie absolument eonvergente. 
en ajoutant une eonstante a chacune des fractions. Les fonetions elliptiques 
sont venues apres; et dans cette formule qua donnde le premier M. 
Weierstrass: 
H'(x) a s[ 1 = 1 ve x 
H(z) . 2+2mkK+2m'ik' 2m K-+2m'ik’ (2m K-+2m'ik') 
e’est un binöme du premier degre que l’on retranche au lieu d’une con- 
stante. Voiei un cas enfin olı ıl faut retrancher des fraetions simples un 
polynöme entier de degre limite, mais qui peut &tre quelconque. Uonsiderez 
T(z)I‘(a) 


la fonetion F(x) = ‚ dont les pöles sont = —n et les residus 
| I(z-+.a) 
—1)"(a—1)(a—2)...(a—n) - 
correspondants A, = weh. 2 E - 81 nous supposons que la 


n 


. .,» ’ . . I .. * 
constante a soit positive, la serie > est convergente, et sans quil soit 


c+n 
besoin d’ajouter une fonetion holomorphe, on a l’expression: 
Al > R, 
F(x) = 3 — 
u u 


Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 19 
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("est ce que l’on prouvera immediatement au moyen de la formule 


2 . ° , . 
F(z): / (1-1) '#F'dt; nous pouvons en effet sous le signe d’int@gration 
0 


developper la puissance (1—8)""", et &erire: 


(NP (a—1)la—2)...(a— 
iR EI jr 


iv 


puis: 


mp — „Na -Nla-2..(azn) 1 
le a Due. Aus 0% Srrageee c+n 


Vous observerez de plus que x devant &tre suppose necessairement 
positif, dans lintegrale, le r&esultat deduit du developpement en serie subsiste 
pour toute valeur reelle ou imaginaire de la variable. Mais admettons que 
a soit negatif (reel pour plus de simplieite), et sot a=—a. La serie pre- 
eedente cesse d’etre eonvergente, et nous avons par consequent A chercher, 
sil existe une valeur entiere de l’exposant ö qui rende convergente la nou- 
velle suite: 

ai „ee 3, 


n' 1.3...8 n' 


Or en designant par «, le terme general, on a: 


ta _ Matte) __ m +Hadn 


nn Ga H)H Tat r di Hö)mit--- 
et la regle de Gauss donne immediatement la condition: 


1+a«—-1—-i+1<0 
ou simplement: 
i>d«ad-+l. 


la fonetion eonsideree nous conduit done Aa Yapplication de votre 
theoreme dans la circonstance que javais en vue et qui s’offre pour la 
premiere fois, si je ne me trompe, en analyse. Pour parvenir alors ä l’ex- 
pression de F(x), je poseri a=—v-+e, v etant un nombre entier et « 
positif, puis je ferai usage de la relation €el&mentaire: 
Tr) = in 
(@—1)(2—2)... (@—») 
qui permet d’&erire: 
I(z)T(a—v) \ 22) I(e) 


F(x) = F(<te_») = G (x) Mc+e) 











A; 

” 
* 
= 
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ot jai fait: 
PER LT T oe N 
..- (14 a1 14 re E a) 
Vous voyez quw’etant ramend au cas pr&ecddemment considere, on en 
conelut immediatement: 
„ (—1)" (a—1)(@—2)...(@—n) R - 
ui 1.0 c-+n | 


F(x) = G(x) 
un ealeul facile montre ensuite qu’on a: 


bs (1) ee Mu lee) G_n). 
1.2...n 


et en designant le polynöme de degre v—1 en x 


R 


/ 


ı(2)—G(—n) nn 
. 2) - par G@,(®), 
zrN ; 
nous parvenons ä l’expression analytique de la fonetion F(xr), sous la forme 
que donne votre theoreme, a savoir: 


F(z) = =] R, 


+ G,(@) |. 
irn 

Remarquez cependant cette l&gere modifieation qui eonsiste en ce que 
G,(x) n’est point le polynöme: 


a 3 A An 


n n m’ 
Uette eirconstance a pour effet de supprimer toute partie entiere 
dans F(z), et elle suggere la consideration suivante. Soit en general fix 


” 


A 


une fonetion uniforme, n’ayant pour fixer les iddes que des pöles simples 
z2=a,, et soit R, le residu qui correspond A a,. Designons par G(z) une 
fonetion holomorphe, telle que l’equation @(z) = 0 n’ait jamais qu’un nombre 
fini et limite de raeines z,, z,, ete.. Cette eondition pourra £tre remplie 
alors m&me que G(x) ne serait point un polynöme, mais le produit d’un 
polynöme par l'exponentielle d’une fonetion holomorphe. Cela pose, je con- 
sidere dans les cas ol la serie des fraetions simples — n'est point con- 
f(®) 
G(x) 


spondent aux pöles z=a, et par @,, 0, -.. eeux qui correspondent aux 


vergente, la nouvelle fonetion Designons par W, les residus qui corre- 


raemes =, 2=2,,... de @(z). Il est elair qu’on pourra poser: 
f(x) vn 0, | O, | = u, 


I 
- — - +..+2 +9g(z) 
G (x) o—2, ı-z | z—a, ‘I 


n 


ou g(x) est une fonction holomorphe, lorsque la serie: 


; N, 
Emod-—" 
A, 


























148 Hermite, sur une application du iheoreme de M. Mitiag-Leffler. 


sera convergente, et on tirera @videmment de IA: 


) u, 
f\r) = Ga) 27, +), 


g,(x) designant encore une fonetion holomorphe. 


. u R, 
est en supposant en partieulier @(z) = x”, ce qui donne U, = —, 
dA, 
5 . .. BR. . P_e R, 
qu'on obtient la condition si simple de la convergence de la serie Fmod—",, 
| 


rn 


mais il ne semble pas inutile d’avoir remarque une condition d’une forme 

plus generale, qui serait susceptible de trouver son application dans certains 

cas, et peut-&tre m&me lorsque les degr&es des polynömes qu’il faut joindre 

aux fonetions simples —_ —, doivent &tre supposes indefiniment eroissants. 
Na) Ta—a) 


La fonetion wo" peut encore se traiter comme la pr&cedente 


et vous allez voir quelle conduit & des consdquences analogues. On a 





alors deux series de pöles, donnees par les formules: 

ze=—n T=a+n; 
quant aux residus qui leur correspondent, ils sont egaux et de signes con- 
traires: nous les representerons par R, et —R,, en faisant: 


Zi (—1)" a(a+1)...(a+n—1) 
. a , 


Cela etant, on reconnait comme pr&cedemment par la regle de Gauss 





n 
c-+n 


A , . R,„ . 14 
m&eme par econsequent de celle-ci & az , Qui en resulte en changeant x 


en a— x. ‚Je recours maintenant, pour etablir que la somme des deux suites 
represente la fonetion, a la formule bien connue: 
!'(x) T(a—x) = m dt 
Bi 7 Ay 


et jobserve que le second membre, pour &tre une quantite finie, exige les 


que la serie & est convergente sous la condition a<Z1, il en est de 


eonditions 2 >0, a-—z>0, de sorte quil faut necessairement supposer 
la constante a positive. Ceei admis, lintegrale nous donne comme vous 
allez voir lexpression de la fonetion par une somme de fractions simples. 
J’emploierai dans ce but le developpement de la puissance du binöme: 


en m’imposant la eondition quil soit convergent non seulement pour £<Z1, 
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mais pour la valeur limite = 1, ce qui aura lieu ainsi qwAbel l’a £tabli 
si Yon suppose a <{1. On en tire en effet: 


F „alle. Ben dt m ZR, "p- rn dt + ER di gem! tn dt 
ı (1-+H1)* J J . 


0 


dot ee resultat: 
(2) IKa-x) _ >> R, 


/ Fu [ -— R, 
l' (a) c+n 


z—a—n 


olı n’entre point de fonetion holomorphe dans le second membre, et qui, je 
le repete, suppose a positif et moindre que Yunite. Je dis qwil subsiste 
sans modification pour les valeurs negatives de cette eonstante, de sorte 
jue la serie des fractions simples representera la fonetion dans tous les cas 
otı elle est convergente. Soit A cet effet «= —r+a, v etant un nombre 
entier, « etant positif et moindre que l’unite, en faisant: 


z c x 
Ga) = (14,143) (14), 

NOUS AUrONS: 

T(z) I(a—x) _ IK(x)I(a—x) 

I (a) T(a)G(z) 
cela etant, j’opererai de la maniere suivante. Je me fonderai sur cette 
remarque que f(x) etant donnee par la formule: 
R 
f(«) = 3. 

on en tire immediatement sous la forme semblable d’une serie de fractions 
simples, l’expression d’une seconde fonetion, liee & la pr&eedente par la 
relation: 


fi (2) = 2 ‚ 


Nommons en effet R, le residu de f(x), correspondant au pöle r=a, 
on aura: 


R 
R, — Fe 
d— 
ce qui permet d’ecrire: 
„R (a—5$) 
D x I \ . 
L — . 
f\®) nr 
et par consequent: 
R (a—$) 
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Or Yidentite: 
 a—f 1 1 
(—a)(2—$) z—-a 2-5 
donne sur-le-champ l’expression: 


A = san 
c— a x—$ ' 

et Fon peut remarquer qu’on a, d’apres la valeur de R;: 
> R k 


a—$ 
l‚a fonetion f(x) €tant ainsi representee par une serie de fractions 
simples, sans addition d’une partie entire, vous voyez qwen posant suc- 
cessivement: 


kl) = f(@) 


—$, 
Aa) = 2% 
Ze l,—i (x) 
f,(&) en; s—E. ’ 


il en sera de m&me de proche en proche de toutes ces quantites dont la 
derniere a pour expression: 

(a) = f(«) 

v G(z) ’ 
ot Von a fait: 

G(z) = (2-9) (2 -8)...(2—-E,_ı). 
Nous sommes done assure par ce procdde bien facile, que le resultat ob- 
T(z)T(«—x) 
l‘(«) 


Mais cette forme change, et Yon se trouve amen& & l’appli- 


tenu pour 

IX(z) I(a—x) 
(a) 

cation de votre theoreme, lorsque la constante a devient positive et plus 


entraine une expression de m&me forme de la fonetion 


grande que lVunite. Faisons en efiet a=v+e, ol v est entier, « positif et 
moindre que un, et posons: 


a0) = (1-2)Q- en) 


TI (z) I(a—x) 
I'(a) 


on aufa: 
l(a)l (2—e«) 


G(®) 1a) 
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Designons encore par o, ce que devient R, quand on change a en 
o. la formule obtenue plus haut, a savoir: 


l(a)I(2c—e) = 0, 
T'(«) Oat+tn "can 
nous donne: 
I(z)T(a—z) „_ eo CT 
I'‘(a) c+n an 


Or les » premiers termes de la seconde serie, dans le second membre. 


} savolr: 


0 Bu 2 
(G 2) x : BBRRRER RAN L im 
-C— a r z—a—1 1  2—a—v-+1. 


conduisent d’apres V’expression de @(z) A un polynöme entier de degre 
v—1l. Il viendra done, si on le designe un moment par P(x): 


G £ G(: rg 
> (z)o = Me)+z (2)o 


z—a—n C—-a—v—n 





les suites se rapportant aux valeurs »=(, 1, 2, 
En se rappelant qu’on a pose a =«a+rv, on peut encore derire: 


3 _ Pl) + rar 


z—a—n z—a—n 


et nous obtenons en consequence la formule: 


P(z)Ia-2) _ „en _ „CD _p,z 
I (a) zn gan 


Si l’on designe par @,(z) et G@;(x) deux polynömes entiers de degre 


v—1, les termes generaux des deux series se mettront d’ailleurs sous 
la forme: 


G(2)0, R, 
car dm +G,(e). 
z-4+n c-ın 
G(2)0,4 R 
\ vv n Pur n G' | 
s—-ai—n a + 1,(%), 


jui est celle que donne votre th&or&me. 


P. S. Je viens de remarquer quwun point important de la theorie 
des fonctions Euleriennes conduit A une application de la notion de eoupure 
dans les integrales definies. Considerez en effet la relation qui donne la 


Pe 
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valeur approchde de logI'’(z), A savoir: 
logI'(2) = (3—- Ylogz—3+logVY2n + &(2). 


On a ces deux expressions decouvertes par Binet pour le terme 
complementaire: 
ee R—N)—z3—1 
b(z — f PETE IT 
=) . Ad—e)t q 


=D 


ER erit zdt 
ob u S — — — 
\3) 7C log el zZ’ ’ 


0 
dont la premiere suppose essentiellement positive la partie reelle de la variable. 
tandis que la seconde existant dans toute l’etendue du plan, semble donner 


ıL 2rıt 
. j e e zdt 
log7'(z), pour toute valeur de z. Mais l’integrale / log m Pr 
0 


admet pour coupure le lieu represente par lV’&quation: 
2-4 = (, 


{ variant de zero A linfini, e’est-A-dire l’axe des ordonnees. U’est la eir- 
constance de cette ligne de discontinuitE qui explique qu’ä gauche de la 
coupure, lintegrale cesse de correspondre & la fonetion log /'(z), de sorte 
que les expressions de Binet ne donnent lune et l’autre cette quantit@ que 
pour la moiti& du plan qui est & droite de l’axe des ordonndes. J’ajoute 
qu’une des proprietes fondamentales de /’(z) s’offre comme une consequence 
A tirer de cette consideration de la coupure. Envisageons en effet, afın 
d’avoir Vintegrale d’une fonction uniforme, la derivee &’(z) qui a pour ex- 
pression, comme on le trouve aisement: 
BD (2) = “i 2tdt BE 
(+) —e?") 


0 
et donne la relation suivante: 
1") 
I(z) 
Pour deux points infiniment voisins d’un point quelconque de la cou- 
pure qui correspondent aux valeurs t=6 z=i#, et ont pour affıxes les 
quantites +24, —e+id, ol & est infiniment petit positif, on a d’apres la 
formule generale: 


1 
= log — at $' (2). 


2in 
1— e?n0 ? 


Pe +HiN)— bb (—E+ih) = — 
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wid 


ou bien si l’on introduit la quantite z =i#: 


get: 
&' € PO — &' — 6 A) = oo — D) 0" RER 
(£+2) (-€8+3) ee n(cotgns—i). 
Mais &’(z) ne change pas de signe avec z, de sorte qwon peut 
remplacer le terme &’(—e+z) se rapportant & un point qui est A gauche 


de la eoupure par $’(e—-z); il vient ainsi la relation: 
be +2) B'(e-z) = — n(ceotgnz—it), 


qui s’applique & la fonetion 7". 
Ayant en effet: 
I En Sr BE 


a u. 3 ’ 
7 2 CT ; 277) Med: el) Ban 0) uud <a 


[A 


on en eonelut que l’expression: 


DO_P ron 
Te) ng rie-D+, 





coineide pour & infiniment petit, lorsqu’on suppose z=i6, avec la quantite: 


— n(cotgnz—?). 


Elle lui est par consequent identique dans tout le plan puisqwil sagit 
de fonetions uniformes, et si l’on fait comme il est permis, log(—1) = iz, nous 
sommes amene A la relation: 

1'(2 T(—z 

In). C ) = — — — 7TC0IOTZ, 

I(:) T(—;:) z en 


d’ou se tire faceilement: 


y " v 7T 
I (2)/ (—2) —— ———— 
SSIN Tz 
OU encore: 
raräse Er. 
SIN 7T& 


De ce fait des deux expressions sous forme d’integrales definies de 
la fonetion $(z) Yune n’existant que dans une moitie du plan, tandis que 
lautre subsiste poyr toute valeur de la variable, mais avec l’axe des 
abseisses pour coupure, je erois pouvoir rapprocher comme analogue jusqua 
un certain point, le resultat suivant qui est d’une grande importance dans 
la theorie des fonetions elliptiques. Considerons comme fonetions de g. 
ou plutöt de w, en faisant g= e'””, les quantites sn$, ens, dns. Si Von 
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pose w= z-+iy, les un sous forme de quotients, & savoir: 


sn5= TE u eng=yE CH dnE= yr9 u 


n’auront d’existence qw'autant que y sera positif et different de zero, tandis 
que les developpements en series simples: 


[} 




















2K _ 2KE Aygsin& | 4yg’sin3& 
Fr lee, Fer + 1° +, 
ıK _ 2KE  Aygeos& | Ayg’cos3& 
ne mir 7 r 1-+q° Be 
2K * 4geos25  4g’cos4S 
—- du ir 1.4 Fr 
Ka 7 u © 


sont convergents pour toute valeur de q, en exceptant toutefois le cas de w 
reel, ou y=0. Or a l’egard de ces expressions analytiques entierement ex- 
plieites, l’axe des abseisses, comme la coupure de la seconde des integrales 
de Binet, joue le röle d’une ligne de discontinuite. Dans son beau et im- 
portant travail intitul&: Ueber die Theorie der elliptischen Modul-Funetionen 
(T. 83 du journal de Borchardt) M. Dedekind a donne d’apres une indica- 
tion de Riemann, la proposition suivante qui en montre le caractere. Si 
l’on suppose y infiniment petit positif, et z incommensurable, le module k 
est absolument indetermine, tandis qu’en faisant x = — olı m et n sont des 


entiers premiers entre eux, on a: 


k=x, pour m=1l, n=1 (mod.2) 
==, ö m=0, n=1l 
k=0, „nl n=l 


En suivant l’axe des abseisses, A une distance infiniment petite au-dessus 
de cet axe, on voit done se succeder pour sn par exemple, les quantites 
en tangi£ s 4 

sins et — a: repondant aux valeurs zero et lunit& du module, et & des 
intervalles aussi rapproches qu’on le veut. Je remarquerai encore que les 
developpements ei-dessus, sous forme de series simples, qui Etendent & tout 

1% ie 2KE 2K ah: 

le plan, relativement A w, la determination de sn, en ER, dn Zn, ne 


realisent point cette extension de la m&@me maniere pour les trois fonctions. 


u » = 7T 2KE mr 2KE 
Faisons en effet <= dans Ar, = 0 dans en —, , on trouvera 


Au 
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ees formules 


<k K _ 4yga 4yg’ 

Te Er. 1—q wi 1—g' Las 
<kh 4 4a 4yg’ 

n  Ay+g 1+g° Er 


dont la premiere change de signe, mais non la seconde, lorsqu'on ehangı 
1 u BERN RR 
gen u c’est-a-dire » en —w. Que de choses diffieilles et delieates s: 


trouvent amendes dans l’etude d’une fonetion, par la presence d’une lien 
de diseontinuite! 


Paris, septembre 1881. 
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Ueber die Berührung fester elastischer Körper. 
(Von Herrn Heinrich Hertz.) 


In der Theorie der Elastieität werden als Ursachen der Deforma- 
tionen theils Kräfte, welche auf das Innere der Körper wirken, theils auf 
die Oberfläche wirkende Druckkräfte angenommen. Für beide Arten von 
Kräften kann der Fall eintreten, dass dieselben in einzelnen unendlich kleinen 
T'heilen der Körper unendlich gross werden, so zwar, dass die Integrale 
der Kräfte über diese T’heile genommen einen endlichen Werth behalten. 
Beschreiben wir alsdann um den Unstetigkeitspunkt eine geschlossene Fläche, 
deren Dimensionen sehr klein gegen die Dimensionen des ganzen Körpers 
sind, sehr gross hingegen im Vergleich zu den Dimensionen des Theils, in 
welchem die Kräfte angreifen, so können die Deformationen ausserhalb und 
innerhalb dieser Fläche ganz unabhängig von einander betrachtet werden. 
Ausserhalb hängen die Deformationen ab von der Gestalt des Gesammt- 
körpers, der Vertheilung der übrigen Kräfte und den endlichen Integralen 
der Krafteomponenten im Unstetigkeitspunkte, innerhalb hängen sie nur ab 
von der Vertheilung der im Innern selbst angreifenden Kräfte. Die Drucke 
und Deformationen im Innern sind gegen die im Aeussern unendlich gross. 

Im Folgenden wollen wir einen hierher gehörigen Fall behandeln, 
der praktisches Interesse hat*), den Fall nämlich, dass zwei elastische iso- 
trope Körper sich in einem sehr kleinen Theil ihrer Oberfläche berühren, 
und durch diesen Theil einen endlichen Druck der eine auf den andern aus- 
üben. Die sich berührenden Oberflächen stellen wir uns als vollkommen 
glatt vor, d.h. wir nehmen nur einen senkrechten Druck zwischen den sich 
berührenden Theilen an. Das beiden Körpern nach der Deformation ge- 
meinsame Stück der Oberfläche wollen wir die Druckfläche, die Begrenzung 


®) Vgl. Winkler, Die Lehre von der Elastieität und Festigkeit, Prag 1867; I, p. 43. 
Grashof, Theorie der Elastieität und Festigkeit, Berlin 1878; p. 49 —54. 
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dieses Stücks die Druckfigur nennen. Die Fragen, deren Beantwortung uns 
naturgemäss zunächst obliegt, sind die nach der Fläche, von welcher die 
Druckfläche ein unendlich kleiner Theil ist*), die Frage nach der Form 
und absoluten Grösse der Druckfigur, die Frage nach der Vertheilung des 
senkrechten Drucks in der Druckfläche. Von Wichtigkeit ist die Bestim- 
mung der Maximaldrucke, welche in den an einander gepressten Körpern 
vorkommen, insofern von diesen es abhängt, ob der Druck ohne bleibende 
Deformation ertragen wird; von Interesse ist endlich die Annäherung der 
beiden Körper, welche durch einen bestimmten Gesammtdruck hervorge- 
rufen wird. 

Als gegeben haben wir zu betrachten die beiden Elastieitätseonstanten 
eines jeden der sich berührenden Körper, die Form und gegenseitige Lage 
der Oberflächen in der Nähe des Berührungspunktes, endlich den Gesammt- 
druck. Unsere Maasse wollen wir so wählen, dass die Druckfläche endliel 
erscheint, dann gelten unsere Betrachtungen für das ganze endliche Gebiet. 
die Gesammtdimensionen der sich berührenden Körper aber haben wir uns 
als unendlich vorzustellen. 

Wir denken uns zunächst die beiden Oberflächen in mathematische 
Berührung gebracht. und zwar so, dass die gemeinsame Normale parallel 
ist der Richtung des Druckes, welchen der eine Körper auf den andern 
ausüben soll. In der gemeinsamen Tangentialebene richten wir das ortlo- 
gonale geradlinige System der x, y ein, dessen Nullpunkt der Berührungs 
punkt sein soll, die dritte senkrechte Coordinate heisse z. Der Abstand 
jedes Punktes der beiden Oberflächen von der Tlangentialebene in der Nähe 
des Berührungspunktes, d. h. im ganzen endlichen Gebiet, wird durch eine 
homogene Function zweiten Grades in x und y dargestellt sein. Es wird 
daher auch der Abstand zweier correspondirenden Punkte der beiden Obe: 
flächen durch eine solche Funetion dargestellt sein, und zwar wollen wi 
das System der x und y so drehen, dass aus der letztgenannten Function 
das Glied in xy wegfällt. 


Wir können dann die Gleichungen der beiden Oberflächen schreiben: 


*) Im Allgemeinen ändern sich die Krümmungsradien der Oberfläche eines defor- 
mirten Körpers nur unendlich wenig, in unserem speciellen Fall hingegen ändern sie 
sich um endliche Grössen, und hierin liegt die Berechtigung obiger Frage. Berühren 
sich z. B. zwei gleiche Kugeln von gleichem Material, so gehört die Druckfläche einer 
Ebene an, also einer Fläche, die von jeder der sich berührenden Oberflächen ihrer 
Natur nach verschieden ist. 
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s, = Az’+Cay+By', 22 = A,a’+0zy+ Boy), 


und wir haben für den Abstand correspondirender Punkte beider Oberflächen 
3, —, = Ar’+By', ww A=A,—A,, B=B—B, und alle A, B, C als ver- 
schwindend klein zu betrachten sind*). A und B haben nach der Bedeutung 
der Grösse 3,—z, das gleiche Vorzeichen; wir wollen dasselbe als positiv 
annehmen. Dies fällt zusammen mit der Bestimmung, dass die positive s-Axe 
in das Innere desjenigen Körpers gehe, auf welchen sich der Index 1 bezieht. 

Wir denken uns weiter in jedem der beiden Körper ein besonderes 
mit dem betreffenden Körper im Unendlichen starr verbundenes rechtwinklig- 
geradliniges Coordinatensystem, welches während der mathematischen Be- 
rührung der Oberfläche mit dem entsprechenden Theile des bisherigen Systems 
der xyz zusammenfällt. Bei einem auf die Körper ausgeübten Drucke werden 
sich diese Coordinatensysteme parallel der z-Axe gegen einander verschieben 
und zwar wird ihre Verschiebung gleich sein der Annäherung der von der 
Druckstelle unendlich entfernten Theile beider Körper. Es wird nicht nöthig 
sein, für diese Coordinatensysteme besondere Bezeichnungen einzuführen. 
Die Ebene 3= (0 in jedem dieser Systeme ist der Oberfläche des betreffenden 
Körpers im Endlichen unendlich nahe und kann daher als die Oberfläche 
selbst angesehen werden, ebenso die Richtung der z-Axe als die Richtung 
der Normale zu dieser Oberfläche. 

Es seien $, n, & die Verschiebungen nach &, y, 3; mit Y, werde die 
Druckeomponente in Richtung der y bezeichnet, welche in einem Flächen- 
elemente, dessen Normale die «-Richtung hat, von dem Körpertheile, in dem 
x kleinere Werthe besitzt, auf denjenigen, in dem x grösser ist, ausgeübt 
wird, und die analoge Bezeichnung gelte für die übrigen Druckeomponenten: 
es seien endlich X,6, und K,#, die Elastieitätseoefficienten des einen und 


*) Es seien g,, und o,, die beiden reciproken Hauptkrümmungsradien der Ober- 
fläche des einen Körpers, positiv gerechnet, wenn die zugehörigen Krümmungsmittel- 
punkte im Innern dieses Körpers liegen, ebenso seien o,, und o,, die beiden Haupt- 
krümmungen der Oberfläche des andern Körpers, endlich sei » der Winkel, welchen 
die Ebenen der Krümmungen o,, und o,, mit einander bilden. Dann ist 


2(A+B) = 0,,+0,+0, +0» 


2(A—B) = Yo, —0,2)’+ 291 812)(9,, —0,,)E082w + (Q,, —0,,)". 
Führen wir einen Hülfswinkel 7 ein durch die Gleiehung cosr = —. so ist 





T T 
‘), en f in je && ww “ En Me 33 2 ° 
2A = (9,4024 01 492.)608 5, 2B= (0,7024 +0,)8i0° 
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des andern Körpers. Allgemein mögen die Grössen, welche sieh auf den 
einen oder den andern der beiden Körper beziehen, durch die Indiees 1 und 
2 unterschieden werden; wo die Rechnungen sich gleichmässig auf beide 
beziehen, lassen wir die Indices fort. Wir haben nun folgende Bedingungen 
für das Gleichgewicht. 

1) Im Innern jedes Körpers muss sein 


© % on I; e 
0 = 48+(1+20) —, 0 = 4n+(1-+ 20) a 0 = J°+(1+20) >, 
o& on, & 
u “ Tu r 02 ? 


und zwar ist in 1 für 6 6,, in 2 für 9 6, zu setzen. 
2) An den Grenzen müssen die folgenden Bedingungen erfüllt sein: 
a) Im Unendlichen verschwinden S£, n, £, da hier unsere Coordinaten- 
systeme mit den Körpern starr verbunden sind: 
b) für 3=0, das heisst für die Oberflächen der Körper, müssen die 
Tangentialkräfte, die senkrecht zur z-Axe sind, verschwinden, also: 
Y.=-K(24 = 0, X,=—K( %ı No: 
i 0% 0 Or ° © 
c) für 3= 0 muss ferner ausserhalb eines gewissen Theils dieser Ebene, 
nämlich ausserhalb der Druckfläche, auch die Normalkraft verschwinden, 


also sein 


[A Bu a) 


Ö 
Z.=2K(- 
© 
Innerhalb jenes Theils muss sein 
Z.ı vo Lo 
Die Vertheilung des Druckes in jenem Theil kennen wir nicht, dafür haben 


+86) = 0. 


wir hier eine Bedingung für die Verschiebung : 

d) bezeichnet nämlich « die Verschiebung gegen einander der beiden 
Coordinatensysteme, auf welche wir die Verrickungen beziehen, so ist der 
Abstand correspondirender Punkte beider Oberflächen nach der Deformation 
gleich Ar’+ By’+&,— &—a, und da innerhalb der Druckfläche dieser Abstand 
verschwinden soll, muss obiger Ausdruck gleich Null sein, also sein: 


S— n = a— Au'— By‘ une 0@— 23, + 232 


e) Zu den aufgezählten Bedingungen treten dann noch die, dass im 
Innern der Druckfläche Z, überall das positive Vorzeichen habe, so wie 
die, dass ausserhalb der Druckfläche &,—L£, > «— Ax’— By? sei, da sonst der 
eine Körper in den andern überquellen müsste. 
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f) Endlich muss das Integral S2.ds, genommen über den von der 


Druckfigur begrenzten Theil der Oberfläche gleich dem gegebenen Gesamnt- 
druck, den wir p nennen wollen, sein. 
Die besondere Form 2 Oberfläche der beiden Körper kommt nur 
in der Grenzbestimmung 2) d) vor, abgesehen von dieser verhält sich jeder 
derselben wie ein unendlich grosser Körper, der den ganzen Raum auf einer 
Seite der Ebene z3=0 ausfüllt, während auf diese Ebene nur senkrechte 
Drucke wirken. Das Gleichgewicht eines solchen Körpers betrachten wir 
daher näher. Sei P eine Function, welche innerhalb des Körpers der Glei- 
chung JP=0 genügt, im Besonderen wollen wir uns P vorstellen als Po- 
tential einer auf der Ebene 3 = 0 im Endlichen vertheilten Elektrieitätsmenge. 
Sei ferner 





sP 
u Ka}! / Pi=u\, 


wo ; eine unendliche Grösse sein soll und J eine Constante, die so gewählt 
ist, dass /7 endlich wird. Zu diesem Behufe wird J gleich sein müssen dem 
natürlichen Logarithmus von {, multiplieirt mit der Gesammtmenge freier Elek- 
trieität, die dem Potentiale P entspricht. Aus der Festsetzung für IT folgt: 


2 oP 
AU — _K Ö%z 

Wir setzen nun, nach Einführung der Abkürzung 
2Ad+0) _ og. 
KA+20) 

D .. u 

=, n=-, = °.429P, 
Or oy 
Er 2 oP 





6 KA+I) 

Man überzeugt sich leicht, dass das vorgelegte System von Verschiebungen 
den für 5, 7, © aufgestellten Differentialgleichungen genügt, und dass in der 
Unendlichkeit diese Verschiebungen verschwinden. Für die Componenten 
der Drucke erhalten wir: 


. (oll 2 oPı Eh cu 
A,=-2h cz’ " K(A+20) 03) A,=—2h7 oxoy’ 
|; ‚\joN 20 Ei OU. P” P\ . ae 
! ah töy’ ° K(A+20) 0% A. 2KY;, 02 7 a) = 2: 027032 ' 
n -\O’IT , 2(2+30) oP) . .ko’M oP | o’P 
 ;. An u I- a. 
2, 2K, 02°  K(1+20) 03 g H. ah toyez + ay \ 23 oycz 
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Aus den beiden letzten Formeln folgt, dass für das vorgelegte System in 
der Ebene 3=0 die zur s-Axe senkrechten Tlangentialkräfte verschwinden. 
Wir bestimmen noch die Verschiebung { und den Normaldruck Z. für die 


Ebene 3=0; wir finden 
.- ’ or 
we ‚pP, 2, = 
Ox 
Die Dichtigkeit der Elektrieität, welche zum Potentiale P gehört, ist gleich 


1 oP i | . 
Zr“ erhalten daher den Satz: Die Verschiebung { in der Ober- 


fläche, welche dem Normaldruck Z, entspricht. ist gleich dem 


— fachen des 
Potentials, welches zu einer dem Druck Z. numerisch gleichen elektrischen 
Dichtigkeit gehört. 

Indem wir nun die Betrachtung der beiden Körper wieder aufnehmen. 
denken wir uns die Elektrieität, deren Potential ? ist, nur in einem begrenzten 
Theil der Ebene z= 0 verbreitet, setzen /7, und 77, den Ausdrücken «leich. 
die aus dem für /7 gegebenen Ausdruck entstehen, wenn den Zeichen K 
und # der Index 1 oder 2 gegeben wird, und machen: 


ü oIlI oIT . oll 
Sı zes En N zu — R = Fr 4 29, P, 
OT oy os 
olI olI . oll 
Ss) = — - - i Na = — — BE on 2, Pr. 
B OX oy 2% 02 i 
woraus für z2=0 folgt: 


‚pP 


OR we [o)% 


Co ( 19 ( 5 coP r ( 
s=4ıP, G=W%P, Zu= —2- ‚Z.=2 


Bei dieser Annahme wird den gemachten Auseinandersetzungen zufolge den Be- 
SD 


: ” cl a . 
dingungen 1), 2) a) und 2) b) genügt. Da z, auf beiden Seiten der Ebene 


—=() entgegengesetzte Werthe hat und verschwindet ausserhalb der elek- 
trischen Fläche, deren Potential P ist, so sind durch den gemachten Ansatz 
auch die Bedingungen 2) e) erfüllt, falls die Druckfläche die mit Elektri- 
eität belegte Fläche ist. Daraus, dass P an der Fläche 3=0 stetig ist. 
folgt ferner für diesen Werth von 2: 9,5, +9&=0. Nach der Bedingung 
2) d) aber haben wir für die Druckfläche: ,— 5 = ea —z3,+2,, also wird hier: 

F &> 3 


< ı 

. 1 N . 

Gı =: a — 23,72), w = u { 
n 3.45, \ hen: 2 I + VG, 


- | u 
0— 2,72%). 


Die Gleichung der Druckfläche ist, wenn wir von einer Constanten, die von 
der Wahl des Coordinatensystems abhängt und daher bedeutungslos ist, ab- 
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sehen, 3= 3,+{%, = »+5;, also entwickelt (9,+9,)2 = 9,3 +92. Hiernach 
ist die Druckfläche Theil einer Fläche zweiten Grades, die zwischen den 
sich berührenden Flächen in deren undeformirtem Zustande liegt, sie ist 
ähnlicher der Begrenzung desjenigen Körpers, dessen Elastieitätscoeffieient 
grösser ist; sind beide Körper von demselben Material, so ist sie geradezu die 
Mittelfläche zwischen deren Oberflächen, da dann 23 = z,+z, wird. 

Wir machen jetzt eine bestimmte Annahme über die Anordnung der 
Elektrieität, deren Potential P ist. Sie sei verbreitet auf einer Ellipse, deren 
Halbaxen a und b in die Riehtung der Axen der x und y fallen, mit einer 
Dichtigkeit, die gleich 

» Er 
Sr’ ab 





"mp PR 
ist, das heisst so, dass sie aufgefasst werden kann als eine Masse, die mit 
gleicher räumlicher Dichtigkeit ein unendlich abgeplattetes Ellipsoid erfüllt. 
Ks ist dann 





32 1 — we en (ia _e 
pP 3p J +4 b’+4 4 li 
167 VYa’+A.b’+4.) ig 
wo die untere Integralgrenze « die positive Wurzel der kubischen Gleichung 
2 2 2 
x y 1 
a+u  b’-+u + un 


bezeichnet. Für das Innere der Druckfläche, welche durch die genannte 
Ellipse begrenzt wird, ist „=0, also P=L-Mx—Ny, wo L, M, N ge- 
wisse bestimmte positive Integrale bedeuten. Die Bedingung 2) d) ist dem- 
nach erfüllt, wenn wir «a und 5b so bestimmen, dass 

$+9)M=A, (9,+9)N=B 
wird, was immer möglich ist. Die in der Bedingung vorkommende Un- 
bekannte « bestimmt sich dann durch die Gleichung 

$+9)L= 0. 


Dass die erste der Bedingungen 2) e) erfüllt ist, folgt unmittelbar aus der 
Gleichung 


T ——— 


3 u 2 
a En 


2rnab oa? b’ 


Um zu zeigen, dass es auch die zweite ist, ist zu beweisen, dass für 3 = 0 


2 92 


iu y : " » . r . 
und Zi + n >1, (+94)P>0a- Ar’—By ist. Zu diesem Zwecke be- 
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achte man. dass hier: 
x’ y’ 


»y (SR eBH 
Pan neng- | Field rd 
167 Ya’+A.b’+4.4 


0 
und daher, da der Zähler des unter dem Integralzeichen stehenden Aus- 
drucks im betrachteten Gebiete negativ ist, P> L-Mzx=’—Ny. Durch 
Multiplieation dieser Gleichung mit 9,+%9, folgt die, welche wir zu be- 
weisen suchten. Dass endlich auch die letzte Bedingung 2) f) erfüllt ist, 
ergiebt eine einfache Integration, und wir besitzen daher in der ange- 
nommenen Form von P und dem zugehörigen System der 5n{ eine allen 
Bedingungen genügende Lösung. 
Die Gleichungen für die Axen der Druckellipse werden, explieite 

geschrieben: 
/ ’ du ar 167 / ü du z b Ihn 

\(a’ Lu) (d° +u)u Ir, pP’. Y(a’+u)(b’+u)’u 4+U, 3p 


0) 0) 
oder, nach Einführung des Verhältnisses a:b =% und einer einfachen Um- 
formung: 


1 2 dz _ 8m A 1 / a dz _8n B 
a’ yAi +k?z’)°( +2) 2 3p u +0, a’. k” ] (A +k’z’)(1 23°)? 3p u a u 


Dureh Division wird eine transcendente Gleichung für das Verhältniss %k 
erhalten *). Dasselbe hängt nur ab von dem Verhältnis A: B, und man 


*) Die Auflösung dieser Gleichung und die Auswerthung der zur Bestimmung von 
a u b nothwendigen Integrale kann mit Hülfe der Legendreschen Tafeln ausgeführt 
werden, ohne dass neue Quadraturen nöthig würden. Die immerhin weitläufige Rech- 
nung wird für die meisten Fälle überflüssig gemacht durch die folgende kleine Tabelle, 
deren Einrichtung diese ist. Drückt man die Grössen A und B in den Gleichungen 
für a und b durch die Hauptkrümmungen und den in einer früheren Anmerkung ein- 
geführten Hülfswinkel 7 aus, so lassen sich die Auflösungen dieser Gleichungen in der 


Form darstellen: 
r 3 


a=u Y 3p(Ö, +U,) | Du y Ip, +%,) 
5(@,114012 4051403) 8(0,.1,4+01: +0, +0,,) 
wo « und v transcendente Funetionen des Winkels r sind. Die Tabelle giebt nun 


die Werthe dieser Functionen für zehn Werthe des in Winkelgraden angegebenen 
Argumentes r. 





T Y) 80 10 60 50 40 30 20 10 U 





u 1,0000. 1,1278 | 1,2835 1.4858 1,7542 2,1557 | 2,1307 3,7779 6,6120 | infinitum 


v 1,0000 | 0,8927 0,8017 0,7117 1 0.6407 0; 5613 0,4930 | 0,4079 | 0,3186 | 0,0000 
21° 
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erkennt leicht aus der Bedeutung, welche wir den Kräften und Verschie- 
bungen untergelegt haben, dass die Druckellipse immer länglicher ist, als 
die Ellipsen, in welehen der Abstand der beiden Körper constant ist. Für 
die absolute Grösse der Druckfläche folgt, dass dieselbe bei gegebener Form 
der Oberflächen proportional ist der dritten Wurzel aus dem Druck, sowie 
der dritten Wurzel aus der Grösse 9,+%. Für die Annäherung der Körper 
durch den Druck haben wir nach dem Vorigen: 


._ Ef” de 
Sn YA? z)A+ 2) 


() 
Führen wir die Multiplieation mit der Summe 3,+%, aus, so zerfällt &@ in 
zwei Summanden, die eine besondere Bedeutung haben; es sind die An- 
näherungen des Nullpunktes an die unendlich entfernten Theile des einen 





und des anderen Körpers; wir können sie bezeichnen als die Einsenkungen, 
die der eine und der andere Körper erlitten hat. Bei gleicher Gestalt der 
sich berührenden Oberflächen ist die Annäherung proportional der 3ten Po- 
tenz des Drucks und der gleichen Potenz der Grösse 9,+%. Aendern A 
und BD unter Beibehaltung ihres Verhältnisses ihren absoluten Werth, so 
ändern sich die Dimensionen der Druckfläche umgekehrt wie die dritten 
Wurzeln aus diesem Werth, die Annäherung direet wie diese Wurzeln. 
Werden A und B unendlich, so wird auch die Annäherung unendlich; Körper, 
welche sich mit scharfen Spitzen berühren, dringen in einander ein. 
Hieran anknüpfend wollen wir die Beanspruchung desjenigen Ele- 
mentes bestimmen, welches sich im Anfangspunkte unseres Coordinaten- 


o& on 


systems befindet, indem wir die drei Ausdehnungen 32? > suchen. 
Wir haben zunächst für den Nullpunkt: 
2 oP 3p | 
0= in ——, 
= KA+20) © IK A+20)n ab 
ot ee A 3p 
03 — K(A+20) 06  A4KAM+2O)n ab 
Weiter haben wir für die Ebene 3=V0: 
coll coll l 
= ‚, n=——, H= Pds= — "Pds. 
OX oy KUH). F P 2K(1+20). f n 


Man erkennt, dass in der gedachten Ebene $ und 7 sind den 
Kräften, welehe ein unendlicher elliptischer Cvlinder ausübt, der auf der 
Drucktläche steht und dessen Dichtigkeit nach innen zunimmt nach dem- 
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selben Gesetz, nach welchem der Druck in der Druckfläche zunimmt. Im 
Allgemeinen sind also 5 und n7 dureh verwiekelte Funetionen gegeben; für 
die Punkte, welehe der Axe nahe liegen, lassen sie sich indessen leicht be- 
rechnen. Wir schneiden um die Axe einen sehr dünnen Cylinder heraus, 
dessen Mantelfläche der Mantelfläche des ganzen ähnlieh ist: diesen UYy- 
linder können wir als homogen betrachten, und da der äussere Theil auf 
die Punkte im Innern keine Anziehung ausübt, so müssen die Componenten 


- 


der in Rede stehenden Kräfte, und also auch & und n für die verschiedenen 


[3 [2 . * * . * [3 un ! 
Punkte gleich sein einer Constanten, multiplieirt mit respective — und 2 
F ( ) 
o& on ’ 
Daraus folgt a«—-—b-_—- =0. Andererseits haben wir 
Dr oy 
oE or oL 3D 1 
+ - J — 0— a = — pP 4 
Or oy 0% 4K (1+-20)n ab 


Hieraus finden wir nun für die drei Grössen. die wir suchten. 


oE 3p | 

or 4K A+20)n ala+b) ' 
on _ es 3p 1 

oy 4K(1+260)n b(a-+b) 
O 3p 1 


) ) 
vu 7 c g 


 4KA+20)n ab 


( 


Das negative Vorzeichen dieser drei Grössen zeigt an, dass das in Frage 
stehende Element in allen drei Richtungen comprimirt wird. Die Uom- 
pressionen sind der dritten Wurzel aus dem Gesammtdruck proportional. 
Aus ihnen sind leicht die Drucke im Anfangspunkte zu bestimmen. Diese 
Drucke sind die grössten, welche überhaupt in den gepressten Körpern vor- 
kommen; man kann daher behaupten, dass ein Ueberschreiten «der Elasti- 
eitätsgrenze nicht eher statthaben wird, als bis diese Drucke von der Ord- 
nung derjenigen werden, welche ein solches Ueberschreiten veranlassen 
können. In plastischen Körpern, z. B. in den weichen Metallen, wird dies 
Ueberschreiten zunächst in einer seitlichen Ausweichung, verbunden mit 
dauernder Compression bestehen, dasselbe wird daher auch nicht eine ins 
Unendliche wachsende Störung des Gleichgewichts zur Folge haben, sondern 
die Druckfläche wird sich so lange über das berechnete Maass hinaus ver- 
grössern, bis der Druck auf die Flächeneinheit hinreichend klein geworden 
ist, um ertragen zu werden. Schwieriger ist es, die Erscheinung in spröden 
Körpern, wie hartem Stahl, Glas, Krystallen zu bestimmen, in welchen eine 
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Ueberschreitung der Elastieitätsgrenze nur als Entstehung eines Risses oder 
Sprunges, also nur unter dem Einfluss von Zugkräften auftritt. Von dem 
oben betrachteten Element, als von einem allseitig comprimirten kann ein 
soleher Sprung nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen Kenntniss 
von der Festigkeit spröder Körper überhaupt nicht möglich, genau dasjenige 
Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen für das Zustandekommen 
eines Sprunges bei wachsendem Druck zuerst auftreten. Indessen zeigt eine 
eingehendere Discussion so viel, dass in Körpern, welche in ihrem elasti- 
schen Verhalten dem Glase oder harten Stahle ähnlich sind, bei weitem die 
stärksten Zugkräfte in der Oberfläche und zwar am hande der Druckfigur 
auftreten. Es wird durch eine solehe Discussion wahrscheinlich, dass der 
erste Sprung an den Enden der kleinen Axe der Druckellipse entsteht und 
senkreeht zu dieser Axe am Rande der Druckellipse entlang läuft. 

Die gefundenen Formeln werden besonders einfach für den Fall, dass 
beide sich berührenden Körper Kugeln sind. In diesem Fall gehört aue)ı 
die Druckfläche einer Kugel an. Ist oe der reciproke Radius der letzteren 
und sind o, und o, die reeiproken Radien der sich berührenden Kugeln, so 
besteht die Beziehung (9,+9)e = %0,+%9,9,, welche für Kugeln aus glei- 
chem Material in die einfachere 20 = g,+9 übergeht. Die Druckfigur ist 
ein Kreis, dessen Radius wir a nennen wollen. Setzen wir 

’ r’ 2 
ds auch, a’+u ® Pa 1, 
so wird | 
gr S 


L Dune a 
wi Ip a—+u u ] 
——- A6rr u Baal “on. 
a+u)yu 


welches Integral sich auch in geschlossener Form darstellen lässt. 
Man findet nun leicht für den Radius des Druckkreises a und für die 
Annäherung « der Kugeln sowie für die Verschiebung { in der Fläche z = 0. 


innerhalb des Druckkreises: 
3 
| 3p(d, +%,) = Ip, +%,) 3p 1" 2a —r 


n = « 7 


I6(@ +0)" m :’ % m a’ 


Ausserhalb des Druckkreises wird { durch eine etwas verwiekeltere, einen 


ad = 


arctg enthaltende Funetion dargestellt. Sehr einfache Ausdrücke ergeben 
sich für $ und 7 in der Fläche z=0. Für die Verdichtung in der Fläche 


h 3p Ve’—r’ . un 
0 findet man 0= — u am —z— imnerhalb des Druckkreises, 
SKA+O)n a 


- 
P%) 
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ausserhalb desselben ist o=0. Für den Druck Z, innerhalb des Druck- 
kreises wird erhalten 


u n ya’ | rn 
In a 
Im Mittelpunkte hat man 
n 3p 1440  3p 
L.= 2a? ' A,=1,= 41--20) na? 


Die erlangten Formeln lassen sich ohne Weiteres auf besondere Fälle 
anwenden. Für 6 kann man in den meisten Körpern mit hinreichender An- 
näherung 1 setzen. K wird dann gleich $ des Elastieitätsmoduls, 9 wird 
sleich ®? des reeiproken Werthes des Elastieitätsmoduls; in allen Körpern liegt 
$ zwischen dem Dreifachen und dem Vierfachen dieses reeiproken Werthes. 
Presst man beispielshalber eine Glaslinse von 100 Meter Radius durch das 
(sewicht eines Kilogrammes gegen eine ebene Glasplatte (unter welchen 
Umständen der Radius des ersten Newtonschen Ringes gleich ea. 5,2 Milli- 
metern wird), so erhält man eine Druckfläche, die einer Kugel von 200 Meter 
Radius angehört, der Radius des Druckkreises ist 2,67", die Annäherung 
der beiden Glaskörper beträgt nur 71 Milliontel Millimeter, der Druck Z. 
in der Mitte der Druckfläche ist gleich 0,0669 Kilogramm pro Quadratmilli- 
meter, die dazu senkrechten Drucke X, und Y, betragen ca. $ obigen Werths. 
Denken wir uns als zweites Beispiel eine Reihe von Stahlkugeln vom Radius 
R durch ihre eigene Schwere gegen eine horizontale starre Platte gepresst, 
so findet man sehr nahezu, in Millimetern gerechnet, den hadius des Druck- 
kreises = zoo / R*: also für eine Kugel vom Radius 

jom, jm, jkn 21000%km, 
wird | 
a= ea. ron, 10mm, 100m, 1000, 


oder 


ER T000 rd0 1 0 ) 
des Radius. Bei Kugeln, deren Radius grösser als 1m ist, beträgt der Radius 
des Druckkreises schon mehr als „!; des Radius der Kugel. Auf solche 
Verhältnisse finden unsere Rechnungen keine Anwendung, da wir eben dies 
Verhältniss als einen kleinen Bruch voraussetzten. Aber eben dass in Kugeln 
von dieser Grösse bei kleinen Deformationen ein Gleichgewicht nieht mehr 
möglich ist, zeigt, dass ein solches überhaupt nicht zu Stande kommen kann. 
Denken wir uns als ein anderes Beispiel zwei Stahlkugeln von gleichem 
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hadius R an einander gelegt und nur durch die gegenseitige Gravitation 
an einander gepresst. Es ergiebt sich hier der Radius des Druckkreises 


oe = 0,0000005378 YR’, wenn in Millimetern gerechnet wird*). Ist der Radius 
der beiden Kugeln gleich 4,3 Kilometern, so wird e= z4;R, ist er gleich 
136 Kilometern, so wird o= 74R. Zwischen beiden Werthen und näher 
dem letzteren wird derjenige Werth von R liegen, für welchen die Elasti- 
eitätskräfte aufhören, der Gravitation das Gleichgewicht zu halten. Werden 
Stahlkugeln von grösserem Radius an einander gelegt, so werden sie zer- 
breehen, und zwar in Theile, deren Dimensionen von der Ordnung der eben 
für R angegebenen Werthe sind. 

Zum Schluss wollen wir von den erlangten Formeln eine Anwendung 
machen auf den Stoss elastischer Körper. Sowohl aus schon vorhandenen 
Beobachtungen, als auch aus den Resultaten der gleich anzustellenden Be- 
trachtungen folgt, dass die Stosszeit, d.h. die Zeit, während welcher die 
stossenden Körper in Berührung sind, wenn auch absolut sehr klein, doch 
sehr gross ist im Verhältniss zu derjenigen Zeit, welche elastische Wellen 
nöthig haben, um in den in Rede stehenden Körpern Längen von der Ord- 
nung desjenigen Theils der Oberflächen zu durchlaufen, welcher beiden 
Körpern in ihrer grössten Annäherung gemeinsam ist, und welchen wir die 
Stossfläche nennen wollen. Daraus folgt, dass der elastische Zustand beider 
Körper in der Nähe des Stosspunktes während des ganzen Verlaufs des 
Stosses sehr nahezu gleich ist dem Gleichgewichtszustand, den der zwischen 
beiden Körpern in jedem Augenblick vorhandene Gesammtdruck bei längerer 
Dauer hervorbringen würde. Bestimmen wir daher den zwischen beiden 
Körpern herrschenden Druck aus der Beziehung, welche wir zwischen diesem 
Druck und der Annäherung in Richtung der gemeinsamen Normale früher 
für ruhende Körper aufgestellt haben, und wenden im Uebrigen auf das 
Innere jedes der beiden Körper die Differentialgleichungen für bewegte 
elastische Körper an, so werden wir den Verlauf des Vorgangs mit grosser 
Annäherung erhalten. Zu allgemeinen Sätzen können wir auf diese Weise 
naturgemäss nicht kommen, wir erhalten aber eine Reihe solcher, wenn wir 
jetzt die weitere Voraussetzung machen, dass die Stosszeit gross sei auch 
gegen diejenige Zeit, welche die elastischen Wellen nöthig haben, um die 

k£ 


*) In diesen Rechnungen ist der Elastieitätsmodul des Stahles zu 20000m"’, die 
Diehtigkeit des Stahls zu 7,7, die mittlere der Erde zu 6 angenommen. 
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ganzen Dimensionen der stossenden Körper zu durchlaufen. Ist diese Be- 
dingung erfüllt, so bewegen sich alle Theile der stossenden Körper, mit 
Ausnahme derjenigen, welche dem Stosspunkt unendlich nahe liegen, wie 
die T'heile starrer Körper; dass die fragliche Bedingung in wirklichen Kör- 
pern erfüllt sein kann, werden wir aus unseren Resultaten nachweisen. 
Wir behalten unsere Coordinatensysteme der zyz bei. Sei a die Com- 
ponente in Richtung der 3 der Entfernung zweier Punkte des einen und des 
andern Körpers, zweier Punkte, die so gewählt sind, dass ihre Entfernung 
von der Stossfläche klein ist gegen die Dimensionen der ganzen Körper, 
gross gegen die Dimensionen der Stossfläche; sei ferner «' die Ableitung 
von «& nach der Zeit. Ist nun dJ diejenige Bewegungsgrösse, welche wäh- 


gewinnt, so 


rend des Zeitelements dt der eine Körper verliert, der andere 
ist, wie die 'I’heorie des Stosses starrer Körper zeigt: de = — hd), wo k, 
eine Grösse ist, die nur von den Massen der stossenden Körper, ihren Haupt- 
trägheitsmomenten und der Lage der Hauptträgheitsaxen zur Stossnormale 
abhängt*). Andererseits ist dJ gleich dem Zeitelement dt, multiplieirt mit 
dem während desselben zwischen den Körpern thätigen Druck. Dieser ist 
aber gleich k,a?, wo A, eine aus dem Vorigen zu bestimmende Uonstante 
ist, die nur von der Form der Oberflächen und den Elastieitätsverhältnissen 
in unmittelbarer Nähe des Stosspunktes abhängt. Sonach ist dJ = kyo!dt 
und de' = —k,k,o?dt, oder wenn wir integriren, und mit «, den Werth von 
e' unmittelbar vor dem Stosse bezeichnen: 


’ 
o—a,+tkhb,a’ = (0, 


welche Gleichung nichts anderes ist, als die der Erhaltung der Energie. 
Für die grösste Annäherung der Körper ist «@=0; setzen wir den ent- 


. 4 Ia@° 
sprechenden Werth von « gleich «,, so ist «, = (2 1 


1 


der zwischen den 


Körpern gleichzeitig auftretende Maximaldruck ist p, = iı a2; daraus ergeben 
sich ohne Weiteres die Dimensionen der Stossfläche. 


*) Siehe Poisson, Traitt de mecanique, II, Chap. 7. In der dort benutzten Be 
zeichnungsweise ist die Constante %, 


TR 1 (beosy—ccos })' A (CCOS«@— AC0Sy) 4 (acos A—becos«) 
M A B Ü 
‚4 (b'eosy'—c’cosf')’  (c’ecosa'—a'cosy')’  (a'cosf'-—-b’eose) 
1 zu j - u i i . u u Ba e% \ 
Mm A’ B' | 0" 


Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 2. 22 
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Um die Abhängigkeit des Vorgangs von der Zeit zu gewinnen, inte- 
griren wir nochmals und erhalten 


f - I” de 


© Vak, h,ai 

Die obere Grenze ist so gewählt, dass {= 0 wird für den Augenblick der 
srössten Annäherung. Für jeden Werth der unteren Grenze « erhält man 
durch das doppelte Vorzeichen der Wurzel zwei gleiche positive und nega- 
tive Werthe von £. Es ist sonach « eine gerade, «' eine ungerade Funetion 
von £; unmittelbar nach dem Stosse entfernen sich die Stosspunkte in Rich- 
tung der Normalen mit derselben relativen Geschwindigkeit, mit welcher 
sie sich vor dem Stosse einander näherten. Nach derselben transcendenten 
Funetion, nach welcher «@' von seinem Anfangs- auf seinen Endwerth über- 
geht, gehen alle übrigen Geschwindigkeitseomponenten von ihren Anfangs- 
werthen auf ihre Endwerthe über. 

Die beiden Körper berühren sich zunächst für «= 0, sie verlassen 
sich, wenn « wieder gleich © ist; sonach ist die Dauer der Berührung oder 
die Stosszeit 


5 





am da ps ‚25 m 
T-2/" —e_ - 
/ Vak k, ® | EREN: ” 
wenn 
u 
n=/ — = 14716 
0 vı1- 


ist. Die Stosszeit kann demnach auf verschiedene Weise unendlich werden, 
ohne dass diejenige Zeit, mit welcher verglichen sie gross sein soll, gleich- 
falls unendlich würde. Insbesondere wird die Stosszeit unendlich, wenn die 
anfängliche relative Geschwindigkeit der stossenden Körper unendlich klein 
ist; welches also auch im Uebrigen die Verhältnisse eines gegebenen Stosses 
sind, für hinreichend klein gewählte Gesehwindigkeiten werden die gege- 
benen Entwiekelungen jede gewünschte Genauigkeit besitzen. Allemal wird 
diese Genauigkeit gleich sein derjenigen, welche den sogenannten Gesetzen 
des Stosses vollkommen elastischer Körper für den gegebenen Fall inne- 
wohnt. Für den eentralen Stoss zweier Kugeln von gleichem Radius AR 
und gleichem Material von der Dichte qg werden die Constanten k, und k.: 
3 S 


/ 
. k, — Y ” “ 
2R’rng ' . 2°’ 


= 39 
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speciell für den Stoss zweier gleichen Stahlkugeln vom Radius AR wird 
daher, wenn als Einheit der Länge das Millimeter und als Einheit der Kraft 
das Gewicht eines Kilogramms benutzt wird: 

log k, = 8,78 —3logR, 

log, = 4,03+4logR. 
Daraus ergiebt sich dann für zwei solcher Kugeln, die mit einer relativen 
Geschwindigkeit ve zusammenstossen: 


der Radius der Stossfläche . . . 2 2.2.2. a,= 0,0020 Re mm, 
Om A 5 | 1 | ||| |, © 7 
der Gesammtdruck im Augenblick der grössten 
BE - 2 0 2% 2.0 00%. . 2 ROORERk, R 
der gleichzeitig im Stossmittelpunkt herrschende \ 
ko 
Maximaldruck pro Flächeneinheit . . . . p.= 29, 1o5mn®, i 


Beträgt beispielsweise der Radius der Kugeln 25"n, die Geschwindigkeit 
mın kg 
10s® so wird a, = 0,13un, T = 0,000385*, p, = 2,47ke, p, = 73,0mm’, Für 
zwei Stahlkugeln von der Grösse der Erde, die mit einer Anfangsgeschwindig- 
mm 
keit von 10se zusammenträfen, würde die Dauer der Berührung nahe an 
27 Stunden betragen. 


Berlin, Januar 1881. 
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Ueber das Strahlensystem zweiter Ordnung und 


zweiter Ulasse. 
(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 


Die Construction des Strahlensystems zweiter Ordnung zweiter Classe 
der fünf anderen Systeme, welche mit ihm dieselbe Brennfläche besitzen, 
lässt sich auf eine einfache elementare Weise ausführen, die aus der 
Construction des Strahlensystems dritter Ordnung zweiter Classe, welche 
ich früher angegeben habe *), durch Speeialisirung hervorgeht. Die Be- 
ziehungen, welche die sechs Strahlensysteme unter einander haben, lassen 
sich ebenso wie früher erkennen und die meisten Sätze, welche über diese 
Strahlensysteme durch die Arbeiten der Herren Kummer, Klein, Reye, Schur, 
Caporali und anderer bekannt sind **), ohne Mühe ableiten. Es wird hier 
genügen, die Construction anzudeuten und auf einige dieser Beziehungen 
hinzuweisen. 


$1. 


Die Construction des Strahlensystems. 


In einer Ebene (12) seien zwei reeiproke Systeme (1) und (2) von 
besonderer Beschaffenheit gegeben. Der Strahlenbüschel zweiter Ordnung, 
der diejenigen Linien enthält, welche durch die ihnen entsprechenden Punkte 
eehen, möge aus zwei Strahlenbüscheln erster Ordnung bestehen. Ihre 
Mittelpunkte U, und U, liegen auf einem nicht zerfallenden Kegelschnitte 0, 
welcher der Ort der Punkte ist, durch welche die ihnen entsprechenden 
(seraden gehen. Eine solche Beziehung erhält man z. B. in einer Ebene, 
welche dureh die Mittelpunkte zweier reciproken Strahlenbündel gelegt wird. 


*) Dieses Journal Bd. 91, 8. 1. 
#=#) Kummer, Fläche vierter Ordnung ete., Monatsberichte d. Berl. Akad. 1864. 
Klein, Math. Annalen II. S. 199— 226. Reye, dieses Journal Bd. 86, 8. 97. Schur, 
Math. Annalen XV S. 440. Caporali, Sui Complessi e sulle Congruenze di 2° grado, 
Atti della R. Acead. dei Lincei 1877—78 S. 749. 
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Man erkennt dann leicht Folgendes: Zu jeder Geraden Z,, welche 
nicht durch U, geht, gehört der Punkt U;; zu jedem Punkte Z, gehört eine 
Gerade 4, durch U,, welche L,U, auf dem Kegelschnitte o trifft; zu einer 
Linie /,, welche durch U, geht, gehören unendlich viele Punkte auf einer 
durch U, gehenden Geraden, welche /, auf o schneidet. 

Sind nun ausserhalb der Ebene (12) zwei Strahlenbüschel erster 
Ordnung (Aa) und (BP) mit einem gemeinsamen Strahle beliebig ange- 
nommen, so kann man zu jeder Geraden /, einen zugehörenden Strahl 1 
durch 2, der Art legen, dass /" dieselben Strahlen der Büschel (Aa) und 
(BP) schneidet wie /. Die Gesammtheit der Strahlen /") bildet erstens 
einen Strahlenbündel mit dem Mittelpunkte U,;, und zwar ist derselbe reeci- 
prok auf das ebene System (1) bezogen. Zwei Linien /, und /® sind ent- 
sprechende Geraden in einem Nullsysteme, in welchem zu der Ebene (12 
der Punkt U, gehört und die Büschel (A«) und (BP) einander entsprechen. 

Zweitens erhält man ein Strahlensystem zweiter Ordnung zweiter 
Classe Z, in den Strahlen /", welche den durch U, gehenden Linien von 
(12) zugehören. Der Büschel U, bestimmt eine projeetivische Beziehung 
zwischen den Büscheln (A«) und (BP) der Art, dass sie ihren gemeinsamen 
Strahl entsprechend gemein haben. Ein Strahl von &, schneidet stets ent- 
sprechende Strahlen dieser Büschel, wesshalb &, einem Nullsysteme S, an- 
gehört, in welchem der Ebene (12) der Punkt U, zugeordnet ist. Zu einem 
Strahle durch U, in (12) gehören unendlich viele Strahlen von &,, welche 
eine Regelfläche zweiter Ordnung bilden, die von (12) in einem Punkte 
der Curve oe berührt wird. 

Alle in einer beliebigen Geraden von (12) eintreffenden Strahlen von 
Z, bilden eine Regelfläche dritter Ordnung, deren einfache Leitlinie diese 
(rerade ist, deren Doppellinie aber der im Nullsysteme $, zu der Geraden 
gehörende Strahl durch U, ist. 


82. 


« 


Die singulären Punkte und Ebenen von 2. 


Die Ebene «@ möge den Kegelschnitt e in den Punkten O und P 
treffen, 3% in M und N. Es lässt sich nun wie früher beweisen, dass die 
Strahlen von &,, welche die Verbindungsgeraden dieser vier Punkte schnei- 
den, sechs Strahlenbüschel erster Ordnung bilden. Die vier Punkte M, 
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N, 0, P sind Mittelpunkte solcher Strahlenbüschel von &,, deren Ebenen | 
dureh U, gehen und die Punkte A resp. B enthalten. Die Strahlen von 3, 
welche in MD, eintreffen, bilden einen Büschel erster Ordnung, dessen Mittel- 
punkt man, wie folgt, erhält. Der Geraden MU, entspricht im Nullsysteme 
S, eine durch U, gehende Linie, welche wir zum Schnitt mit der Ebene 
MU,B) bringen, und so erhalten wir den Mittelpunkt des betreffenden Büschels. 
Analoge Büschel liefern die Geraden U;N, U,0, U,P. U, ist Mittelpunkt 
eines Büschels von &, in derjenigen Ebene, welcher U, im Nullsystem S, 
entspricht, und endlich ist U, Mittelpunkt eines Büschels in der Ebene (12). 

Wir finden somit sechszehn singuläre Punkte und sechszehn sin- 
guläre Ebenen mit Strahlenbüscheln erster Ordnung von &,. Jeder Ebene 
ist hierdurch der Punkt zugewiesen, der ihr in S, entspricht. Jede Ebene 
enthält sechs Punkte, die auf einem Kegelschnitte liegen; durch jeden Punkt 
gehen sechs Ebenen, die eine Kegelfläche zweiter Ordnung berühren, wie 
sich dies leicht aus der hier bestimmten Anordnung ergiebt. 

Die Uebersicht über die singulären Punkte und Ebenen wird am 
besten durch die Bezeichnungen des Herrn Weber *) gegeben, auf welche 
auch Herr Reye“*) gekommen ist, und die man durch Analogie aus den im 
Strahlensystem dritter Ordnung und zweiter Classe gefundenen erhalten 
würde. Den Punkt U, bezeichnen wir mit (2); U, mit (1); die Ebene, 
welche zu U, gehört, mit (0) und die übrigen singulären Ebenen durch Com- 
binationen der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 zu je zweien. Die sechs Punkte 
von (0) bezeichnen wir mit (1), (2), (3), (4), (5), (6) und die übrigen sin- 
eulären Punkte mit Combinationen der Ziffern 1 bis 6 zu je dreien und 
zwar so, dass zwei Uombinationen, die kein gemeinsames Element besitzen. 
denselben Punkt bestimmen. 

Die Punkte M, N, O0, P seien bezeichnet mit 

(123), (124), (125), (126) 





oder 

(456), (356), (346), (345). 
Die Bezeichnungen der ausserhalb (12) liegenden Punkte und der dazu 
gehörenden Ebenen lassen sich dann so festsetzen, dass man die von Herrn 
Reye mitgetheilte Tabelle erhält. Die nähere Ausführung der Anordnung 
der Singularitäten findet sich ebenfalls in der Reyeschen Arbeit. 


*) Dieses Journal, Bd. 84, S. 343. 
*#) 2.2.0. S. 103. | 
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Die Strahlensysteme: 3,, 3,, 2,, Z&;,, 2.. 

Die Strahlen von &,, welche in einer durch U, und in (12) gelegten 
(Geraden eintreffen, bilden eine Regelschaar @,., zweiter Ordnung. Die 
Leitstrahlen dieser Regelflächen ergeben ein Strahlensystem 8, zweiter Ord- 
nung und Ulasse, welches dieselbe Brennfläche wie $&, besitzt. Die Strahlen 
von 3&,, welche durch die Punkte einer durch M, N, 0, P gelegten Curve 
zweiter Ordnung gehen, bilden eine Regelschaar @,.,, zweiten Grades, deren 
Leitgeraden zu &, gehören. Die Leitgeraden einer @,, können bei der in 
$ 1 angegebenen Construction die Büschel (A«) und (BP) ersetzen*). Das 
Strahlensystem hat dieselben singulären Punkte und Ebenen wie &,, nur 
sind dieselben in anderer Weise (wie aus der oben angeführten Tabelle er- 
sichtlich ist) einander zugeordnet. 

Die Strahlen von &,, welche in einer durch M, N, O oder P gehenden 
(Geraden in (12) eintreffen, bilden Regelschaaren @.,, (u = 3, 4, 5, 6), deren 
Leitschaaren vier weitere Strahlensysteme 3,, &,, 3,, 3, zweiter Ordnung 
und Classe bestimmen. Die Strahlensysteme &, und &, lassen sieh auf eine 
zweite Art in Regelflächen @,,, zusammenfassen, welche die Ebene (12) in 
Kegelschnitten treffen, welche durch die Punkte (1), (124), (125), (126 
sehen. Die Construction von 3, lässt sich nach $ 1 auch ausführen, wenn 
an Stelle von (Aa) und (BP) die zu 2, gehörende Schaar einer Fläche 
G., gesetzt und gleichzeitig der Punkt (1) mit (123) vertauscht wird. 

Irgend zwei der sechs Strahlensysteme &, und 8, lassen sich auf 


zwei verschiedene Arten zu Systemen von Regelflächen @,,,, und @,,, zu- 


sammenfassen**). Acht der singulären Ebenen und acht der singulären Punkte 


gehören @,,,, an, die übrigen singulären Elemente der Fläche @,„,, Jedes 
System von Regelflächen enthält vier Ebenenpaare und vier Punktepaare z. D.: 

Die Ebenen (0)(12), (34)(56), (35)(46), (36)(45) berühren die 
Flächen @,., und sind die Ebenenpaare des Systems G.2. 

Die Punkte (1) (2), (134) (234), (135. (235), (145)(245) liegen auf 
den Flächen @,., und sind die Punktepaare des Systems @ 2). 

Die Ebenen (13)(23), (14)(24), (15)(25), (16)(26) berühren die 


Flächen @,., und sind die Ebenenpaare von @.«s) 


*) Vergl. dieses Journal Bd. 91, S. 11. 
*#) Vergl. Schur a.a. ©. S. 441 und Caporali a.a. 0. 
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Die Punkte (3)(123), (4)(124), (5)(125), (6)(126) liegen auf G,.., 
und sind die Punktepaare von Gun. 

Jedes der sechs Strahlensysteme lässt sich auf zehn verschiedene 
Arten durch Regelschaaren beschreiben. 

>, kann auf dieselbe Weise eonstruirt werden, wie das Strahlen- 
system I, nach $ 1, und zwar kann an Stelle der Ebene (12) jede andere 
singuläre Ebene treten, an Stelle der Büschel (A«) und (BP) die zu &, ge- 
hörende hegelschaar einer @,,,, 
nicht berührt. Die Punkte U, und U, müssen dann durch die Mittelpunkte 
der Strahlenbüschel ersetzt werden, welche &, und &, in der gewählten 


oder @,,,, welche die singuläre Ebene 


singulären Ebene angehören. 

Jedes Strahlensystem 3, gehört einem besonderen Nullsysteme S, an. 

Herr Caporali hat gezeigt, dass durch jedes Strahlensystem zweiten 
Grades 40 Reyesche Complexe gehen *). Diese lassen sich mit Hülfe unserer 
Construction leicht nachweisen. 

Die Strahlen von 3, treffen die Ebenen (12) und (56) in Punkten. 
welche von (1) resp. (134) durch projeetivische Strahlenbüschel, die zu 3, 
gehören, projieirt werden, und liegen desshalb in einem Reyeschen Com- 
plex, dessen Tetraeder die Ecken: (1), (134), (123), (124) hat. 

Andere soleher Complexe finden wir mit den Tetraedern: 

(1), (156), (125), (126), 

(1), (185), (123), (125), 

(1), (136), (123), (126), 

(1), (145), (124), (125), 

(1), (156), (125), (126). 
Die vier anderen Strahlensysteme geben desgleichen Veranlassung zu Aeye- 
schen Complexen, in denen >, liegt. Die Zahl derselben, deren Teetraeder 
die Ebene (12) enthält, ist gleich 10. Die Zahl aller Complexe, die dureh 


, 


> oehen. ist desshalb 40. 


s4. 
Die Brennfläche der Strahlensysteme. 
Da je zwei der Systeme &, zu Regelflächen zusammengefasst werden 


können, so umhüllen alle Systeme eine Brenntläche, deren Doppeltangenten 


*) Caporali a.a. 0. 








Stahl, über das Strahlensystem zweiter Ordnung und zweiter Ülasse. 177 


die Strahlen der Systeme sind. Die singulären Punkte der Strahlensysteme 
sind Knotenpunkte der Fläche und die singulären Ebenen berühren dieselbe 
längs Kegelschnitten. 

üine Fläche G@,,,, und eine @,,,, schneiden sieh in einem wind 
schiefen Vierecke, in welchem die gegenüberstehenden Seiten demselben 
Strahlensysteme angehören. 

Die Strahlen von &, auf @,,, werden durch die Schnitte mit allen 


GL, Involutorisch gepaart. Durch die Flächen @,,,, sind für die Leitschaar 


und Regelschaar einer @,,,, Involutionen bestimmt, durch deren projeetivische 
Beziehung vermittelst der @,,,, eine Raumeurve vierter Ordnung sich ergiebt, 
längs welcher die Brennfläche von @,,,, berührt wird. 

Betrachtet man zwei Strahlen von &,, die auf einer @,,,, und @ 


u» (uv) 


liegen, so sind dieselben einander zugeordnet in Bezug auf das Nullsystem 
S,. Bei der Abbildung durch ein Nullsystem S, geht jedes Strahlensystem 
und die Brennfläche in sich selbst über. 

Sucht man die Ordnungselemente der auf @,,, von Strahlen des 
Systemes 3, gebildeten Involution auf, so gehören diese den beiden Null- 


(P- 


-_ 


systemen S, und S, an und bilden desshalb in ihrer Gesammtheit eine 
radlinige Fläche vierter Ordnung mit zwei Doppelgeraden. Ein solches 
Ördnungselement auf @,,,, trifft die beiden mit ihm ein windschiefes Viereck 
bildenden Strahlen von 3, in Punkten, in welchen letztere eine vierpunktige 
Berührung mit der Brennfläche eingehen. Der Ort der Punkte, in welchen 
Strahlen von &, die Brennfläche vierpunktig berühren, ist daher eine Raum- 
eurve achter Ordnung, welche durch die 16 Knotenpunkte der Fläche geht 
und in ihnen diejenigen singulären Ebenen zu Schmiegungsebenen besitzt. 
welche den Punkten in dem Nullsysteme S, entsprechen *®). 

Die Curve achter Ordnung ist eine Ordnungseurve für das Nullsvstem 
S,; die Tangenten derselben gehören zu &, und bilden eine abwickelbare 
Fläche achter Ordnung. Durch die Curve, welche eine ausgezeichnete 
Haupttangenteneurve der Brennfläche ist, gehen fünf Regelflächen vierter 
Ordnung, welche von Strahlen der anderen Systeme gebildet werden. 


*) Vergl. Salmon-Fiedler, Geometrie des Raumes II, 3. Aufl. S. 493. 
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$ 5. 


Ebene Schnitteurve der Brennfläche. 


Alle Strahlen eines Systems & 


u 


„ welche in einer Geraden einer singu- 
lären Ebene eintreffen, bilden eine Regelfläche dritter Ordnung, deren Doppel- 
gerade durch den der Ebene in S, entsprechenden singulären Punkt geht, 
Wir betrachten zwei solche Regelflächen; die eine F, sei gebildet aus Strahlen 
von I, mit einer in (12) beliebig gelegenen Leitgeraden, die andere F, sei 
gebildet aus Strahlen von &, mit einer in (0) beliebig gelegenen Leitlinie. 
Die Doppelgeraden der beiden Regelflächen gehen durch den Punkt (2). 
Wir werden zeigen, dass die beiden Flächen einen Kegelschnitt gemein haben. 

Die Flächen F, und F, bringen wir zum Schnitt mit dem System der 
@.2, welche sämmtlich durch (2) gehen und deren 'Tangentialebenen in 
diesem Punkte, zu denen auch (12) und (0) gehören, eine Kegelfläche zweiter 
Ordnung berühren. Jede Tangentialebene des Kegels bestimmt eine G.,, 
welehe die Schnittgeraden dieser Ebene mit (12) und (0) enthält. Eine 
Fläche @,., trifft daher F, und F, in Erzeugenden, welche verschiedenen 
Schaaren von @.,, angehören, und deren gemeinsamer Punkt auf F, und F,; 
liegt. Die Erzeugenden von F, und F, werden durch das System der @,.) 
projectivisch auf einander bezogen. Wir projieiren die Geraden von F, und 
F, aus den diesen angehörenden Doppelgeraden und erhalten so zwei pro- 
jeetivische Ebenenbüschel, welche eine Kegelfläche zweiter Ordnung mit 
der Spitze (2) erzeugen. Diese Kegelfläche trifft F, und F, in einem diesen 
Flächen gemeinsamen Kegelschnitt. 

Die doppelt unendlich vielen Kegelschnitte der Fläche F, werden durch die 
doppelt unendlich vielen Flächen F; ausgeschnitten. Durch einen solchen Kegel- 
schnitt gehen sechs Flächen dritter Ordnung, die von den sechs Strahlensystemen 
gebildet werden, deren Doppelgeraden sämmtlich durch (2) gehen und deren ein- 
fache Leitgeraden in den sechs durch (2) gehenden singulären Ebenen sich befinden. 

Dieser Satz folgt auch unmittelbar aus der AReyeschen Herleitung. 

Kine beliebige Ebene zz schneidet die Brennfläche in einer Curve 
vierter Ordnung C,. Die 28 Doppeltangenten derselben sind die 16 Geraden 
in den singulären Ebenen und die 12 Strahlen der sechs Systeme &,. Es 
lassen sich nun leicht 62 Gruppen von einfach unendlich vielen C, viermal 
berührenden Kegelschnitten angeben. — Die 63°! Gruppe wird durch die 
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Complexeurven derjenigen Gomplexe zweiten Grades gebildet, welche die 
Brennfläche zu ihrer Singularitätenfläche haben. Dreissig Gruppen, die 
einander paarweise zugeordnet sind, erhält man in den Schnitten der Ebene 
mit den Flächen @,„, und @.,,. 

Jeder Strahl von &, in zz liegt in einer einfach unendlichen Schaar 
| von Flächen F,, deren Leitlinien in einer der singulären Ebenen sich be- 
| finden. Jede solche F, wird von z in einem solehen Kegelsehnitte getroffen. 

is entstehen so 32 einander paarweise zugeordneter Gruppen von Kegel- 
schnitten. Die anderen Strahlensysteme liefern nach dem oben bewiesenen 
Satze keine neuen Gruppen. Jede der 30 ersten Gruppen von Kegelschnitten 
enthält sechs Linienpaare, von welchen zwei Paare aus Geraden zweier 
Strahlensysteme bestehen der Art, dass Strahlen verschiedener Systeme ein 
Paar bilden: die übrigen Geraden der Paare liegen in den singulären Ebenen. 
Die Flächen F,, deren Leitgeraden in (12) einen Strahlenbüschel bilden, 
zerfallen fünfmal in eine hegellläche zweiter Ordnung und eine dureh (2) 
vehende singuläre Ebene; eine Fläche F, wird von x geschnitten in ihrer 
Leitgeraden und dem zweiten in r liegenden Strahle von &,. Hlieraus er- 
giebt sich der von Herrn Geiser bewiesene Satz *): 

Greift man eine von den 63 Gruppen vierfach berührender Kegelschnitte 
einer ÜC, heraus, so zerfallen die 62 übrigen in zwei wesentlich verschiedene 
Systeme; das eine besteht aus 32 Gruppen, von denen jede mit der firirten 
Gruppe sechs Doppeltangenten gemein hat; das andere besteht aus 30 Gruppen, 
von denen jede mit der fixirten Gruppe vier Doppeltangenten gemein hat. 

Die Eigenschaften der Flächensysteme F, und @,,, geben Veran- 
lassung zum Beweise vieler Sätze, welche sich auf die Berührungseurven 
einer €, beziehen, worauf wir aber hier nicht näher eingehen wollen. 


$ 6. 
Schlussbemerkung. 

Der Zusammenhang, welchen die in $ 1 gegebene Construction von 
=, mit der Reyeschen Herleitung hat, lässt sich nicht so unmittelbar 
übersehen, wie bei der Construction des Strahlensystems dritter Ordnung und 
zweiter Ulasse. 

Den Flächen @,., werden in dem Flächengebüsch des Herrm Aeye 


*) Dieses Journal, Bd. 72, S. 370 ete. 
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die durch die Punkte 1 und 2 gehenden Ebenen entsprechen; den Flächen 
@.., aber je zwei Kegeltlächen mit den Mittelpunkten 1 und 2 und den Strah- 
len 13, 14, 15, 16 resp. 23, 24, 25, 26, was sich mit Hülfe der dort er- 
örterten Abbildung leicht zeigen lässt. Die zusammengehörenden Kegel ] 
und 2 bilden entsprechende Elemente zweier projeetivischen Kegelbüsechel. 
in welchen die Ebenenpaare einander entsprechen, und deren Schnitt die 
Kernfläche des Gebüsches ist. Es lässt sich desshalb die Curve sechster 
Ordnung, welche die Kerneurve eines durch sieben Punkte bestimmten 
Flächennetzes ist, durch die Schnitte dreier projeetivischen Kegelbüschel 
eonstruiren. 


Aachen, im April 1881. 
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Theorie der algebraischen Functionen einer 
Veränderlichen. 


(Von den Herren R. Dedekind in Braunschweig und H. Weber in Königsberg.) 


Einleitung. 


Die im Nachstehenden mitgetheilten Untersuchungen verfolgen den 
Zweck, die Theorie der algebraischen Functionen einer Veränderlichen, 
welche eines der Hauptergebnisse der Riemannschen Schöpfung ist, von einem 
einfachen und zugleich strengen und völlig allgemeinen Gesichtspunkt aus 
zu begründen. Bei den bisherigen Untersuchungen über diesen Gegenstand 
werden in der Kegel gewisse beschränkende Voraussetzungen über die Singu- 
laritäten der betrachteten Funetionen gemacht, und die sogenannten Aus- 
nahmefälle entweder als Grenzfälle beiläufig erwähnt oder auch ganz bei 
Seite gesetzt. Ebenso werden gewisse Grundsätze über die Stetigkeit und 
Entwickelbarkeit zugelassen, deren Evidenz sich auf geometrische Anschauung 
verschiedener Art stützt. Eine sichere Basis für die Grundvorstellungen 
sowie für eine allgemeine und ausnahmslose Behandlung der T'heorie lässt 
sich gewinnen, wenn man von einer Verallgemeinerung der T'heorie der 
rationalen Funetionen einer Veränderlichen, ins Besondere les Satzes, dass 
jede ganze rationale Function einer Veränderlichen sich in lineare Factoren 
zerlegen lässt, ausgeht. Diese Verallgemeinerung ist einfach und bekannt 
in dem ersten Falle, in welchem die von Riemann mit p hezeichnete Zahl 
(das Geschlecht nach COlebsch) den Werth Null hat. Für den allgemeinen 
Fall, welcher sich zu dem eben genannten ähnlich verhält, wie der Fall 
der allgemeinsten algebraischen Zahlen zu demjenigen der rationalen Zahlen. 
wiesen die mit bestem Erfolge in der Zahlentheorie angewandten Methoden, 
die sich an Kummers Schöpfung der idealen Zahlen anschliessen, und der 
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Uebertragung auf die "Theorie der Functionen fähig sind, auf den rich- 
tigen Weg*). 

Versteht man, analog der Zahlentheorie, unter einem Körper alge- 
braischer Functionen ein System solcher Functionen von der Beschaffenheit, 
dass die Anwendung der vier Species auf Functionen des Systems immer 
zu Functionen desselben Systems führt, so deckt sich dieser Begriff voll- 
ständig mit dem der Riemannschen Ulasse algebraischer Functionen. Unter 
den Funectionen eines solchen Körpers kann eine beliebige als unabhängige 
Veränderliche und die übrigen als von ihr abhängig betrachtet werden. Für 
jede dieser „Darstellungsweisen“ ergiebt sich ein System von Funetionen 
des Körpers, die als ganze Functionen zu bezeichnen sind, deren Quotienten 
den ganzen Körper erschöpfen. Unter diesen ganzen Functionen lassen 
sich nun wieder Gruppen von Funetionen aussondern, welchen die charak- 
teristischen Merkmale solcher ganzen rationalen Functionen zukommen, die 
einen gemeinschaftlichen Theiler haben. Ein solcher Theiler existirt zwar 
im allgemeinen Falle nicht, wenn man aber die bezüglichen Sätze über 
rationale Funetionen nicht an den Theiler selbst, sondern an das System 
der durch denselben theilbaren Functionen knüpft, so gestatten sie eine voll- 
kommene Uebertragung auf die allgemeinen algebraischen Functionen. Auf 
diese Weise gelangt man zu dem Begriff des /deals, ein Name, der aus 
Kummers zahlentheoretischen Arbeiten stammt, wo die nicht existirenden 
Theiler als „ideale Theiler“ in die Rechnung eingeführt werden. 

Obwohl es sich in der vorliegenden Arbeit keineswegs um „ideale‘ 
Funetionen hancelt, sondern alle Operationen nur an Systemen wirklich 
existirender Funetionen ausgeführt werden, schien es doch zweckmässig, den 
Namen „Ideal“, cer in der Zahlentheorie bereits gebräuchlich ist, beizubehalten. 

Mit diesen Idealen lässt sich nach gehöriger Erklärung der Multi- 
plication ganz nach denselben Regeln rechnen, wie mit rationalen Functionen. 


*) Die idealen Zahlen sind von Kummer zuerst eingeführt durch die Abhandlung: 

Zur Theorie der complexen Zahlen (Crelles Journal, Bd. 35); eine weitere Fortführung 

und eine allgemeine Darstellung der Theorie der algebraischen Zahlen findet man in 

der zweiten und dritten Auflage von Dirichlets Vorlesungen über Zahlentheorie, sowie 

in der Abhandlung von Dedekind: Sur la theorie des nombres entiers algebriques (Paris 

1877. Abdruck aus dem Bulletin des Sciences math. et astron. von Darboux und Hoüel). 
Die Kenntniss dieser Schriften wird aber in unserer Arbeit nirgends vorausgesetzt. 

Aus mündlichen Mittheilungen ist uns jetzt bekannt geworden, dass bereits vor 

Jahren Kronecker mit Beziehung auf die Arbeiten von Weierstrass Untersuchungen an- 

gestellt hat, die aıf derselben Grundlage, wie die unsrigen, beruhen. 
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Ins Besondere ergiebt sich der Satz, dass jedes Ideal auf eine einzige Weise 
in Faetoren zerlegbar ist, welche selbst nicht weiter zerlegt werden können 
und daher Primideale genannt werden. Diese Primideale entsprechen den 
linearen Factoren in der Theorie der ganzen rationalen Functionen. Auf 
Grund derselben gelangt man zu einer völlig präcisen und allgemeinen De- 
finition des „Punktes der Riemannschen Fläche“, d. h. eines vollkommen be- 
stimmten Systems von Zahlwerthen, welche man den Funetionen des Körpers 
widerspruchslos beilegen kann. 

Eine darauf gegründete formale Definition des Differentialquotienten 
führt sodann zu der Geschlechtszahl und zu einer ganz allgemeinen, ele- 
ganten Darstellung der Differentiale erster Gattung. Hieran schliesst sich 
der Beweis des Riemann-Rochschen Satzes über die Anzahl der willkürlichen 
Constanten in einer durch ihre Unendlichkeitspunkte bestimmten Function, 
und die Theorie der Differentiale zweiter und dritter Gattung. Bis zu diesem 
Punkte kommt die Stetigkeit und Entwickelbarkeit der untersuchten Func- 
tionen in keiner Weise in Betracht. Es würde z. B. nirgends eine Lücke 
bleiben, wenn man das Gebiet der benutzten Zahlen auf das System der 
algebraischen Zahlen beschränken wollte. Dadurch wird ein wohl abgegrenzter 
und ziemlich umfassender Theil der Theorie der algebraischen Functionen 
lediglich durch die seiner eigenen Sphäre angehörigen Mittel behandelt. 

Freilich ergeben sich alle diese Resultate durch einen weit geringeren 
Aufwand von Mitteln und als Speeialfälle einer vielumfassenden Allgemeinheit 
aus Riemanns Theorie; allein es ist bekannt, dass diese T'heorie bezüglich 
einer strengen Begründung noch gewisse Schwierigkeiten bietet, und bis es 
gelungen ist, diese Schwierigkeiten vollständig zu überwinden, dürfte der 
von uns betretene Weg oder wenigstens ein verwandter, wohl der einzige 
sein, der für die Theorie der algebraischen Funetionen mit befriedigender 
‚Strenge und Allgemeinheit zum Ziele führt. So würde sich die Theorie 
der Ideale selbst ausserordentlich vereinfachen, wenn man den Begriff der 
Riemannschen Fläche und ins Besondere den eines Punktes derselben sammt 
den auf die Stetigkeit der algebraischen Funetionen gegründeten Anschauungen 
voraussetzen wollte. In unserer Arbeit ist umgekehrt auf einem langen Um- 
wege die Theorie der Ideale algebraisch begründet und aus dieser eine 
vollkommen präeise und strenge Definition des „Punktes der Riemannschen 
Fläche“ gewonnen, welche auch als Basis für die Untersuchung der Stetig- 


keit und der damit zusammenhängenden Fragen dienen kann. Diese Fragen. 
J4* 
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wozu auch die auf die Abelschen Integrale und die Periodieitätsmoduln be- 

züglichen gehören, bleiben von unserer Untersuchung einstweilen ausge- 

schlossen. Wir hoffen bei einer anderen Gelegenheit darauf zurückzukommen. 
Königsberg, den 22. October 1880. 


I. Abtheilung. 
$1. 


Körper algebraischer Functionen. 

Eine Variable 6 heisst eine algebraische Function einer unabhängigen 
Veränderlichen z, wenn dieselbe einer irreductibeln algebraischen Gleichung 
(1) F(6,2) = 0 

genügt. F bedeutet hierin einen Ausdruck von der Form 
F(6, 3) = a0"+a,0"""+..-+a,_,0+a,, 

worin die Coefficienten @,, @, ... a, ganze rationale Functionen von 3 ohne 
gemeinschaftlichen Theiler sind. Die vorausgesetzte Irreduetibilität der Glei- 
chung (1.) involvirt, dass 6 nicht einer Gleichung niedrigeren Grades in 
Bezug auf 6 genügt, und, wie sich aus dem Algorithmus des grössten ge- 
meinschaftlichen Theilers ergiebt, wenn 

@(6, 2) = b,0"+b6,0"""+.--+b,_,0+b,=0 
eine zweite Gleichung ist, welcher 9 genügt, dass @(6,z) durch F(6, z) 
algebraisch theilbar sein muss. Es lässt sich nun nachweisen, dass @(6, z) 
auch in Bezug auf z nicht von niedrigerem Grade sein kann als F(, z) 
und nur dann vom selben Grade, wenn sich aus @(#,z) ein von z unab- 
hängiger Factor absondern lässt. Nehmen wir an, die Coefficienten by, b,, ... D,. 
seien von gemeinschaftlichen Factoren befreit, und bezeichnen wir mit 

H(,232) = 0" +e,0"""+..+C,_, 
den vom Nenner befreiten Quotienten von @ durch F, so ist 
kG(6,2) = F(6,2).H(®, 2), 
worin k eine ganze rationale Function von z ist, und die Vergleichung der 
Coeffieienten ergiebt 
kb, = A,Cı,, 
kb, = aCı +a,%, 


kb; == 4,6, +4,64 Q2C,, 
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worin die &, €, »». €„_, gleichfalls ohne gemeinschaftlichen T'heiler voraus- 
gesetzt werden können. 

Hieraus folgt zunächst, dass % constant sein muss, und = 1 gesetzt 
werden kann; denn ist durch irgend einen Linearfaetor von k a, &ı, ... @,_;. 
Cu, Cıy «++ ©, theilbar, a,, ce, nicht theilbar, so folgt aus 


kb,;; BB RR d._ı C,; tr da, c+ a, } ı6,-1+ Be 


der Widerspruch, dass a,c, durch denselben Linearfactor theilbar sein müsste. 
Hieraus aber folgt weiter, dass der Grad von @(6, 3) in Bezug auf 3 gleich 
ist der Summe der Grade von F und H in Bezug auf 3; denn sind a,, e; 
die ersten unter den Coefficienten a, ec, deren Grad den Maximalwerth er- 
reicht, so folgt wieder aus 

b,, = "Ct 


dass der Grad von b,,, gleich der Summe der Grade von a, und e, ist. 
Dividirt man die Gleichung (1.) durch «,, so kann dieselbe auch in 
die Form gesetzt werden 
2.) fi, 2)=0"+b,0""+-..-+5b,_,0+b,=0, 


worin die Coefficienten b,, b,, ... b, auch gebrochene rationale Functionen 


oO 
von z sein können. 

Das System aller rationalen Funetionen von 6 und z, P(#, 2), hat 
die Eigenschaft, dass seine Individuen sich durch die elementaren Rechen- 
operationen, Addition, Subtraetion, Multiplication und Division reprodueiren, 


und dies System wird daher als ein Körper algebraischer Functionen £ 


2 com 
Grade n bezeichnet. Ist zunächst (6) eine ganze rationale Funetion von 
9, deren Coefficienten rational von z abhängen, so kann man durch alge- 
braische Division zwei eben solche Funetionen g(@), r(®#) bestimmen, von 
denen die zweite den Grad »—1 nicht übersteigt, so dass 

y(0) = q(O)f(0)+r(0) 
oder wegen (2.) 

Y(6) = r(®). 

Ist 9(#) durch f(#) nicht theilbar, so haben diese beiden Funetionen (wegen 
der vorausgesetzten Irreduetibilität von f(#)) keinen T'heiler gemein, und 
daher lassen sich durch die Methode des grössten gemeinschaftlichen T'heilers 
zwei Functionen fı(#), y,(@) so bestimmen, dass 


OF) +YpNy,(O) = 1, 
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also wegen (2.) 
1 
TOR 
Aus diesen beiden Bemerkungen, zusammengenommen mit der Voraussetzung 
der Irreduetibilität von f(6) ergiebt sich der folgende 
Lehrsatz. Jede Function S des Körpers 2 lässt sich auf eine einzige 
Weise in die Form setzen: 
= +0 + +2,10", 
worin die Coefficienten &,, &, ... x,„_, rationale Functionen von z sind. Um- 
gekehrt gehört jede Function dieser Form selbstverständlich dem Körper (2 an. 


Wählt man unter den Funectionen des Körpers (2 n beliebige aus: 
1 u 
m = ar I+.. +, RT, 
, 2) An 
= He +, 


(0) 


m = ter 9+ + ae, 0, 
jedoch so, dass die Determinante 
Er ei... et, 
nicht identisch Null ist, so ergiebt sich, dass jede Funetion des Körpers 12 
auch in der Form dargestellt werden kann 


= yıntypmt ty; 
deren Üoeffieienten Yı, Ya, » .. Y„ rationale Funetionen von z sind. Ein 
solches System von Funetionen 7,, 7, ... 7. soll eine Basis des Körpers (2 
heissen. 
Damit ein Funetionensystem 71, 7, ».. n„ des Körpers (2 eine Basis 
desselben bilde, ist erforderlich und hinreichend, dass zwischen ihnen keine 
Gleiehung (Identität) von der Form 


Yıfhıt ypMt + Yon = v 
bestehe, in welcher die Coeffieienten y,, %, . -. 9%, nicht sämmtlich ver- 
schwinden. Beispielsweise bilden die Funetionen 1, 6, 6, ... 0" eine 
Basis von 42. 


$2. 


Normen, Spuren und Diseriminanten. 
Wählt man zur Darstellung der Funetionen von 2 eine beliebige 
Basis 71. 9%. ... 27,, So kann man, wenn { irgend eine Funetion in (2 be- 
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deutet, setzen: 


\- hı = Yınfıt Yıanat tt Yın In 
(1. | > = Yaıflıt YypaNnt "+ Yanins 
le. 2; Yaınıt Yaamt  Yan!ıns 
worin die Coeffieienten y,, rationale Functionen von z sind. Hieraus er- 
giebt sich die Gleichung 


Yıı=5 Yı2, ee Z. Yın 


n 


( 5) ) Yaı N Yıa se => 3.9 Y: . 0. 


\ 


= 


Yıı ’ Yur ’ A Yın Be 5 
welche, nach Potenzen von { geordnet, die Gestalt hat 
3) y)=Ü+bö"++b,,6+b,=0 
und, wie sich aus dem Multiplieationssatz der Determinanten ohne Schwierig- 
keit ergiebt, von der Wahl der zu Grunde gelegten Basis 7, 9, ... ? 
sanz unabhängig ist. Von den Coefficienten b,, b,, ... b, der Funetion y, 


in 


welche sämmtlich rationale Funetionen von z und durch die Function £ 
vollkommen bestimmt sind, sollen zwei, die in der Folge von Wichtigkeit 
sind, durch besondere Namen ausgezeichnet werden. Die Function 


Yır, Yır +++ Yım 
(4.) (—1)”b, . Yı Nr +++ Mu 


Yaıs Yua; oe SU Yan 
heisst die Norm der Funetion £, und wird mit N(Z) bezeichnet. Von dieser 
Funetion gelten folgende Sätze. 

1. Die einzige Function, deren Norm identisch verschwindet, ist die 
Funetion „Null“; denn macht man in dem System (1.) die Annahme, dass 
NÖ) =0 sei, so folgt, dass sich ein System rationaler Funetionen von z, 
die nicht sämmtlich verschwinden, %,, %, ... 9. 80 bestimmen lässt, dass 

Kyımtypmnttyn) =, 
also, da n,, 9%, ... n, eine Basis von (2 bilden, = 0. 

2. Die Norm einer rationalen Function von z ist die »'° Potenz dieser 

Funetion. Denn ist { rational, so redueiren sich die Gleichungen (1.) auf 


- 


die Identitäten In, = {n,, woraus N(£) = £” folgt. 
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‘ 


3. Ist Z irgend eine zweite Function des Körpers £2 und das dem 
System (1.) entsprechende Gleichungssystem für diese Function 


m = Eyıun; 
so folgt: 
CE n, Zn 59,9. 
und daraus nach dem Multiplicationssatz der Determinanten 
NG) = NS). 
4. Aus 2. und 3. folgt: 
‚ca T 1 
NON,)=1, 
also: 
je N(&) 
N) = —- 
(#5) Ne) 

5. Endlich ergiebt sich aus der Definition der Function 9, (2.), (3.) 
der wichtige Satz: Ist £ eine beliebige Constante (oder auch eine rationale 
Funetion von 2), so ist 

p(t) = Nit-3). 
Es soll sodann die Function 
(9.) —b, = YırtYyaa tt Yan 


die Spur von & genannt und mit S({) bezeichnet werden. Für diese er- 
geben sich unmittelbar aus der Definition die Sätze: 


(6)  S(0) = 0, 
(7) SO) =n. 
Und wenn x eine rationale Funetion von 2, ferner {, 5 zwei Func- 
tionen in 42 bedeuten: 
(8) S(ed) = zSC), 
9) SCH = S(ö)+S(d). 
Es hat sich aus dieser Betrachtung ergeben, dass jede Function T in 
(2 einer Gleichung n'®" Grades, y({) =. genügt, deren Coefficienten rational 
von z abhängen. Wenn diese Gleichung irreduetibel ist, so bilden die Func- 


tionen 1, £, ©, ... 5” eine Basis von 2. Im andern Falle sei 
10) = +64. +b_,6+b,= 0 


die Gleichung niedrigsten Grades, deren Üoeffiecienten in 3 rational sind. 
welcher die Funetion € genügt, und mithin 9,(S)=0 irreductibel, e<n. 
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Da gleichwohl Y({) verschwindet, so muss y(£) durch ,(£) algebraisch 
theilbar sein, und wie in $ 1 ergiebt sich, dass jede rationale Function » 
von z und £ in der Form darstellbar ist 


i 


tt + ‚Sc “ 
deren Üoeffieienten &,, &ı, ».. z,_ı rational von z abhängen*). Ist nun 
H+n0"+...+n,_,0+n, = 0 
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher # genügt, deren Üoeffieienten 
rational von z und { abhängen, so besteht zwischen den e.f Funetionen 
(2) Cr" GO 1. ehe, I 1) 
keine lineare Gleichung mit rational von z abhängigen Coefficienten, wäh- 
rend jede Function in (2 linear mit vational von z abhängigen Coeffieienten 
durch diese Funetionen darstellbar ist. Es ergiebt sich daraus, dass die- 
selben eine Basis von £2 bilden, und dass sonach 
ef=n, 
also e ein Thheiler von » ist. 

Wendet man die Basis (11.) zur Aufstellung der Norm von { an. so 

erkennt man leicht mittels der Gleichung (10.), dass 

N (&) = ((-1) b,)’ = (—1)"b.! 
wird. Da ferner für ein beliebiges constantes £ die Funetion {—t einer 
Gleichung von demselben Grade genügt wie [, so ergiebt sich der Satz: 

10. Die Function g(t) (3.) ist entweder irreductibel oder eine ganze 
Potenz einer irreductibeln Function. 

Ist 71, 7%, ... 7. ein beliebiges System von » Funetionen in (2, gleich- 
viel ob dasselbe eine Basis bildet oder nicht, so führen wir eine zu diesem 
System gehörige rationale Function von z ein, die wir als dessen Diseri- 
minante, I(n,,N2,...7,) bezeichnen und folgendermassen definiren 


Sn), Inn), -:+ Im) 


n 


ud * 


12) Anm.) rm Immı -.. Sam) 


Sm.) ISmm) ++ Sim) 
Die Discriminante ist dann und nur dann nicht identisch Null, wenn die Func- 
tionen N, My»... n„ eine Basis von 42 bilden. 
*) Aus der Gleichung g,(ö) = 0 entspringt ein Körper algebraischer Functionen 


32, vom Grade e, dessen Funetionen sämmtlich zugleich im Körper 32 enthalten sind, 
und der daher als ein Theiler des Körpers 2 bezeichnet werden kann. 
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Um den ersten Theil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir 
an, es sei S(n, ms ...7.)=0. Es lässt sich unter dieser Voraussetzung 
ein System rationaler Funetionen y,, Ya, ... 4. von z, die nicht alle iden- 
tisch verschwinden, so bestimmen, dass 

ySnn)+ye et) Sn yımt ym+ + Yan)) = 0. 
(k=1,2, ...) 
Wählt man daher ein System rationaler Funetionen z&,, &;, ... 2, von 2, 
ganz beliebig und setzt: 
YyYmTrypnt ty = 
cn, +1m+ ++ I, N. = 5, 


so folgt: 


Wenn aber die Functionen 7,, 7%, ... 7, eine Basis von (2 bilden, so kann 
< jede beliebige Funetion in 2, also, da 7) nicht verschwindet, beispiels- 
. 1 . . . W . . . >. 
weise auch „ sein. Dann ist aber die letzte Gleichung sicher nicht erfüllt, 
und es kann also unter dieser Voraussetzung die Diseriminante von 7,, 

"32 +. 2, nicht identisch verschwinden. 

Halten wir die Annahme fest, dass 7,, 72, ... n, eine Basis von £2 
sei, und setzen: 
= Is MmtrMmt tt LM ER 
so bilden die Funetionen 7,, 7%, ... n, eine Basis von £2 oder nicht, je 
nachdem die Determinante der rationalen Functionen z,, von 3 

Ä un ZSH+I, 1022. Kun 

von Null verschieden ist oder nieht. Nun ist aber 


1,0’ 
Ss (N, N) ana N T,nTCrx S (m, N.) ) 
‚n 


und daraus ergiebt sich nach dem Multiplieationssatz der Determinanten der 
Hauptsatz über die Discriminanten 


‘ ] I / Br 2 
(13.) Im, N25 nn, N.) o. X Im; re) 
woraus auch die Richtigkeit des zweiten Theils der obigen Behauptung er- 


hellt, dass die Discriminante eines Funetionensystems stets dann identisch 
verschwindet, wenn dasselbe keine Basis von (2 bildet. 
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> s 
$ 5. 
Das System der ganzen Funetionen von = im Körper A. 


Definition. Eine Function » des Körpers (2 soll eine ganze Funetion 
von 3 heissen, wenn in der Gleichung niedrigsten Grades, weleher dieselbe 
nach $ 2 genügt: 

1) yw)=w+bwn+..+b ‚„w+b,—(, 


die Coeffieienten 5b,. b,. ... b, ganze rationale Funetionen von z sind: im 
f 2 I 


entgegengesetzten Fall heisse sie eine gebrochene Function. Der Inbegritt 


aller ganzen Functionen von z in (2 soll mit o bezeichnet werden. Da 
nach $ 2 N(t—w) eine ganze Potenz von g(f) ist, so folgt. dass für eine 
ganze Function ® auch die sämmtlichen Coefficienten von N(t—w) ganze 
rationale Funetionen von z sind, also ins Besondere: 

1. Die Norm und die Spur einer ganzen Funetion sind ganze ratio- 
nale Funetionen von z. 

Aus der Definition der ganzen Funetionen ergiebt sich ferner: 

2. Eine rationale Funetion von z gehört dann und nur dann zu dem 
System 0, wenn sie eine ganze rationale Function von z ist. 

3. Jede Function 7 in £2 kann durch Multiplieation mit einer von 
Null verschiedenen ganzen rationalen Function von = in eine Function des 
Systems o verwandelt werden. Denn es genügt 7 nach $ 2 einer Glei- 
chung niedrigsten Grades von der Form 

bu +bn "++ +b_,n+b, =, 

deren Coefficienten ganze rationale Functionen von z sind, und diese geht 
durch die Substitution 4,7 =w in eine Gleichung von der Form (1.) fü 
wo über. 

4. Eine Funetion ® des Körpers 42, welche irgend einer Gleichung 
von der Form genügt 

v(o)=@"+cw""+.. +0, _,0+ce,=0. 

in welcher die Coeffieienten e,. ... €, 


ist eine ganze Function. Denn ist 

(wo) = w+b,w" +... +b,_,w+b,—=0 
die Gleichung niedrigsten Grades, welcher » genügt, so muss w(o) durel 
p(w) algebraisch theilbar sein: 


v(w) = y(w)y(w), 


ganze rationale Functionen von 3 sind, 








oo. erg 
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was, wie leicht zu zeigen ist, zur Folge hat, dass auch die Coefficienten 
von p(o) und 2(w) ganze rationale Functionen von z sind (Gauss, Disg. 
Ar. art. 42). Hieraus ergiebt sich der Hauptsatz über die ganzen Functionen: 
5. Summe, Differenz, Product zweier ganzen Functionen sind wieder 
ganze Functionen. 
Sind nämlich ©, ®” zwei ganze Functionen in 2, welche resp. den 
Gleichungen genügen 
Wo" bat Hub +b, = 0, 
tat = 0, 
so kann man, wenn man unter &,, @, ... ®, die m=n'n" Producte 
FFY AT ha (=0, 1, .. m—1; r=0, 1, n’—ı) 


und unter ® eine der drei Functionen w'+w", ww” versteht, setzen: 


VW, u Tıı ++ Im Om; 


WW, on LnıWı tt Lam Om; 


worin die x,, ganze rationale Functionen von 3 sind, und daraus erhält man 


I ıW, Tır, .o 0. Tim 
WZRE La, 0. Dom — (0 
Lmi )) LT ‚2? ae 22 L mm @ 


also eine Gleichung für w, deren Coefficienten ganze rationale Functionen 
von z sind. 

Als Corollar ergiebt sich hieraus, dass jede ganze rationale Function 
von Funetionen in o selbst eine Funetion des Systems o ist. 

6. Eine ganze Function w& heisst durch eine andere ganze Function Ä 
w' theilbar, wenn eine dritte ganze Function w” existirt, welche der Be- 
dingung genügt 

= WW, 

Aus dieser Definition ergiebt sich sofort: 

Ist » theilbar durch w', w' durch &”, so ist auch » durch w” theilbar. 

Ist & und &” durch & theilbar, so ist auch @+w"” durch w theil- 
bar, und allgemein: sind ®,, @&, @, ... durch » theilbar, w,, ®,, @;, ... 
beliebige Funetionen in o, so ist auch , 0, + w,@,+@,@;+--- durch w theilbar. 
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7. Bilden die Funetionen 77,, 7%, ... n, eine Basis von (2, so kann 


D 


‘ 


man (nach 3.) » von Null verschiedene ganze rationale Funetionen von z. 
4, Ga, ... a, der Art bestimmen, dass 


rn Bun :-.. Kain, 
ganze Funetionen sind, und diese bilden ebenfalls eine Basis von 2, da 


I(w,, 9, ...@) = %..0,4 (N, Nr +++ Nm) 


n Im 
von Null verschieden ist. Es giebt also Basen von £2, ®,., @,, ... w,, welche 
aus lauter ganzen Functionen bestehen, und die Diseriminante einer solchen 
Basis ist, da S(w,w,) ganze rationale Funetionen von z sind, selbst eine 
von Null verschiedene ganze rationale Function von z. Jede Funetion von 
der Form 

2) ee = 2.0, +909+-.:+27,0,, 
in welcher die x,, ©, ... x, ganze rationale Funetionen von z sind, gehört 
dann zu dem System o; aber es ist durchaus nicht nothwendig, dass um- 
sekehrt jede Function in o in dieser Form darstellbar sei. 

Nehmen wir also an, es existiren in o noch andere Funetionen als 
die in der Form (2.) enthaltenen, so müssen sich eine lineare Funetion 3— ec 
und gewisse ganze rationale Funetionen &,, 2. ... z,, die nieht alle dureh 
3—c theilbar sind, so wählen lassen, dass 

7,w + 2,0,+'"-+2,0, 


2 — CC 


eine ganze Function ist. Die Funetionen z,. ©, .... x, lassen sich nun 


auf ihre nicht sämmtlieh verschwindenden constanten Reste &,. ©. ... e, in 
Bezug auf s— ce redueiren, und daraus erhellt, dass auch 


» ] | " 
u = 0,0, 706,0," Cn@n 


3 —cC 
eine ganze Function ist. Ist ec, von Null verschieden, so bilden auch die 
n ganzen Funetionen 


wo und &, @, ... @ 


n 


eine Basis von £2 und zugleich ist nach $ 2 (13.) 


Pe 
4(w, &, ...@,) = :I(w,, @, ... W,). 


l 
i (3—c) 
also von niedrigerem Grade als I(w,, w,. ... ®,). Da nun diese beiden 
Diseriminanten eanze rationale Functionen von 3 sind, so gelangt man dureh 
o © h 
wiederholte Anwendung dieses Verfahrens schliesslich zu einer aus ganzen 
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Funetionen bestehenden Basis von 2, ®,, w, ... @,, deren Diseriminante im 
(rrade nieht weiter erniedrigt werden kann, und welche folglich die Eigen- 
schaft hat, dass jede Function w in vo in der Form enthalten ist 
v.— 210 -+m0;++7,W, 
mit ganzen rationalen Functionen von 3 als Coefficienten. Ein solches System 
soll eine Basis von D genannt werden. 
Ist w, w, ... w, eine Basis von o und 

o = 210 +230++7,,W,, G=1,2,...n) 
so wird das System ©, @, ... ©, dann und nur dann ebenfalls eine Basis 
von o bilden, wenn die Determinante der ganzen rationalen Funetionen ,. 


= 2+ LıT22... Dun 
eine von Null verschiedene Constante ist. Denn nehmen wir an, es habe 
diese Determinante irgend einen Linearfaetor 3—c, so lassen sich Constanten 
Ci» €, ».. €,, Nicht sämmtlich verschwindend, so bestimmen, dass die » ganzen 
rationalen Functionen von 2 

2,4602, 6, 
durch z—e theilbar werden (d. h. für 3= ce verschwinden); dann aber ist 

c@+c0,0,+"+c.0, 

a6 
eine ganze Function und mithin w,, &, ... w, keine Basis von 0. 
Da nun andererseits 
A4(w,, @%, ...@) = X’4A(w,, @, ... W, 

ist, so folgt, dass die Diseriminante einer Basis von o von einem constanten 
Factor abgesehen von der Wahl dieser Basis unabhängig ist. Man erhält 
also eine vollkommen bestimmte ganze rationale Function von z, wenn man 
in der Diseriminante einer beliebigen Basis von o den Üoeffieienten der 
höchsten Potenz von z durch Division =1 macht. Diese Function soll die 
Discriminante des Körpers 42 oder des Systems 0 genannt und mit 4(42) oder 
4I(v) bezeichnet werden. 


S4. 
Die Funetionenmoduln. 
Wir betrachten im Folgenden Systeme von Funectionen, welche wir 
Functionenmoduln oder auch schlechtweg MHoduln nennen und folgendermassen 
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definiren. Ein Functionensystem (in (2) heisst ein Modul, wenn sich die Fune 
tionen desselben durch Addition, Subtraction und durch Multiplication mit ganzen 
rationalen Functionen von 3 reproduciren. 

Bezeichnet man mit «,, &, ... @„ irgend m gegebene Funetionen, 
mit &,, 2, -.. x, willkürliche ganze rationale Funetionen von z, so bildet 
der Inbegriff aller Funetionen von der Form 

oe = 2, ++ +7, 0, 
einen Modul. Ein solcher soll ein endlicher Modul genannt und mit 
= le, &.... 0] 
bezeichnet werden. Das Funetionensystem «,, &, ... a, heisst die Basis 
dieses Moduls. 

Wir wollen ein Funetionensystem «,, &, ... «, rational irreductibel 
oder die Funetionen «&,, &, ... «a, rational unabhängig nennen, wenn eine 
Gleichung von der Form 

27 + ++ +7,00, = V 
für rationale x nur dann bestehen kann, wenn ,=0, m, =(0,... 2,=( ist. 
Ein Funetionensystem, welches eine Basis des Körpers (2 bildet, ist daher 
stets rational irreduetibel, und es giebt kein System von mehr als » rational 
unabhängigen Funetionen in 2. 

Wir beweisen nun zunächst den Satz: 

1. Jeder endliche Modul besitzt eine rational irreductible Basis. 

Der Beweis desselben ergiebt sich unmittelbar aus dem folgenden 
Hülfssatz: 

Sind die ganzen rationalen Funetionen Yıı, Ya13 ++ Y.ı ohne ge- 
meinschaftlichen Theiler, so lassen sich andere ganze rationale Funetionen 
Yırs Yaay +++ Yım 80 bestimmen, dass 


© %\ 
Et Yı 1922, Yan u 1 ). 


*) Der Satz ist richtig und bekannt für m =2. Nehmen wir also an, er sei 
bewiesen für m—1, so können wir, wenn O den grössten gemeinschaftlichen Thheiler 
VON Yırz Y2is =++ Ym-ı,1 bedeutet, der Gleichung genügen 

Yın5z Yıı, ae SEE Ym—1,1 
Yızyz Ya ++ Yml3ı — Q 
Yı,my Y2,m, A ur Yın 1.m 
und wenn wir also die ganzen rationalen Functionen x, y so bestimmen, dass 
ZYymı—y0 = (1)! 
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(senügen nun die Funetionen &,, @,, ... @,„ einer Gleichung 


m 


[ 
Sy.ı®, u , 


l,m 


in welcher die ganzen rationalen Funetionen Y1. --- Y.. ohne gemeinschaft- 
lichen 'Theiler angenommen werden können. so setze man 

SIyıre, = Br. 

l,m 


S Yım a, — An 


l,m 


dann ist der Modul [a&. &, ... «,] völlig identisch mit dem Modul 
Pas Ps +. P.], dessen Basis eine Funetion weniger enthält. Sind die Fune- 
tionen 9, noch nieht rational unabhängig, so kann man sie in derselben 
Weise weiter redueiren, und gelangt schliesslich. falls die Functionen «, 
nicht sämmtlich verschwinden (ein Fall, welchen wir von dem Modulbegriff 
sanz ausschliessen wollen) zu einer irreduetibeln Basis. Wir werden in der 
Folge unter einer Basis schlechtweg stets eine irreductible Basis verstehen. 

2. Obwohl man nach dem Vorhergehenden für einen und denselben 
Modul sehr verschiedene irreduetible Basen auffinden kann, so ist doch die 
Zahl der Funetionen, die in einer solchen enthalten sind, stets dieselbe, da 
im entgegengesetzten Fall dasjenige Functionensystem, welches mehr Fune- 
tionen enthält, nicht rational irreduetibel sein könnte. Sind also a... ... «,: 
Bir Par ++ Pm Zwei irreductible Basen desselben Moduls a, so ist, da sowohl 
die «, als die 5, in a enthalten sind: 

a, = Ep’ P.; P; = Sa e, s 


1,m l,m 


worin die Coeffieienten p, g ganze rationale Functionen von z sind. Hier- 
aus aber folet: 


Eg®p" = 0 oder 1, 


l.m 


ist, so folgt: 


Yıls Yıı. ee Ym 1,1» Ym,ı 
Tyıı Tyn,ı Base TYm—1,1 . 

e ’ 6 , Ö ’ Y ih 
Yıs. mi, + * Ya-ııı , © 


Un -1,my 0 
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je nachdem A von %k verschieden ist oder nicht, und daraus: 
> RE ee ze 5 

und da beide Determinanten ganze rationale Funetionen von z sind, so 

müssen sie beide constant sein. 

3. Definition. Ein Modul a heisst durch einen Modul b theilbar, 
oder b ein Theiler (Divisor) von a, a ein Vielfaches (Multiplum) von b (b geht 
in a auf), wenn jede Funetion in a zugleich in b enthalten ist. b soll ein 
echter Theiler von a heissen, wenn a durch b theilbar, aber nieht mit b 
identisch ist *). 

Aus dieser Definition ergiebt sich sofort: 

Ist a theilbar durch b, b theilbar dureh c, so ist auch a theilbar 
dureh c. 

4. Definition. Der Inbegriff m aller derjenigen Funetionen, welche 
zugleich in zwei Moduln a, b enthalten sind, bildet, falls er nieht aus der 
einzigen Funetion „Null“ besteht, einen Modul (nach der allgemeinen Defi- 
nition), welcher das Kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b heisst. 
weil jeder Modul, welcher ein Vielfaches zugleich von a und von b ist. 
auch ein Vielfaches von m ist. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
von einer beliebigen Zahl von Moduln a, b, c, ... ist dem entsprechend der 
Inbegriff aller der Funetionen, die zugleich in a, b, c, ... enthalten sind. 
Man kann dasselbe bilden, indem man nach Belieben je zwei der Moduln 
a,b, c, ... dureh ihr kleinstes gemeinschaftliches Vielfache ersetzt. 

5. Definition. Ist @ eine beliebige Funetion in a, ? eine beliebige 
Function in b, so bildet der Inbegriff aller Funetionen von der Form «+ 7 
einen Modul d, welcher der grösste gemeinschaftliche Theiler der beiden Mo- 
duln a und b heisst. Derselbe ist, wenn a und b endliche Moduln sind, selbst 
ein solcher. Ist nämlich 


a= [e,, Os, o.. a,]. B== [f,, (Be: ... | 


x 
- 
I EEE | 


so ist 

Bein. 8... 6, Bis Ar oo Al 
Nach der Definition der T'heilbarkeit ist d ein T’heiler sowohl von a als 
von b. Ist umgekehrt d’ ein Theiler von a und von b, so sind die Fune- 


*) Der Begriff der Theilbarkeit der Moduln ist der von den Zahlen her ge 
wohnten Anschauung zuwider gebildet, insofern der Theiler einen grösseren Inhalt an 
Functionen enthält als das Vielfache. 


Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft >. 26 
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tionen @ sowohl als die Funetionen /, mithin auch die Functionen @+P in 
d’ enthalten; daher ist d durch d’ theilbar. 

Die Definition des grössten gemeinschaftlichen Theilers einer belie- 
bigen Anzahl von Moduln ergiebt sich hiernach von selbst. 

6. Definition. Ist a ein Modul, « jede Function in a und u eine 
beliebige Function in (2, so verstehen wir unter dem Produet wa oder au 
den Inbegriff aller Funetionen u«, welcher wieder ein Modul ist. Ist 

Be Fe, A on El 
ein endlicher Modul, so ist 


ua = [uo,, um, ... ug], 


also ebenfalls ein endlicher Modul, und aus wa= ub folgt a=b, wenn u 
von Null verschieden ist. 

7. Definition. Sind a, b zwei Moduln, «, 5 sämmtliche Funetionen 
in a, resp. in b, so verstehen wir unter dem Product 

ab=ba=c 
den Inbegriff aller Produete einer Function & und einer Funetion 8 und 
aller Summen solcher Producte, also sämmtlicher Functionen, welche durch 
das Zeichen 

v=20ßP 
bezeichnet werden können. 

Dieses Funetionensystem bildet jederzeit einen Modul, und zwar einen 
endlichen, wenn a und b solche sind. Sind nämlich a und b so definirt, 
wie in 5., so bilden die r.s Funetionen «,?, eine, wenn auch reductible, 
Basis von c. Ein Product aus beliebig vielen Moduln a, b, c, ... erklärt 
sich hiernach von selbst, und es gilt für dasselbe der Fundamentalsatz der 
Multiplieation von der Vertauschbarkeit der Factoren. Sind die einzelnen 
Functionen eines solchen Products, deren Anzahl m sei, einander gleich und 
— a, so wird dasselbe mit a” bezeichnet, und es ist 

, 


Im Allgemeinen ist ein Produet ab nicht durch a theilbar. Dagegen 
gilt der Satz, dessen Beweis sich unmittelbar aus der Definition ergiebt: 
Ist a theilbar durch a,, b durch b,, so ist ab theilbar durch a,b.. 


as r f ’ b . } 
8. Definition. Unter dem Quotienten ; 7weier Moduln a, b soll der 


Inbegriff aller derjenigen Functionen y verstanden werden, welche die Eigen- 
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schaft haben, dass ya durch b theilbar ist. Dieser Quotient ist, falls er 
nieht aus der einzigen Function „Null“ besteht, ein Modul c, was sofort aus 


au b u \ 
der Definition erhellt. Das Produet „a ist jederzeit durch b theilbar, wenn 


auch nicht immer gleich b. 


Congruenzen. 
Zwei Functionen o, ß heissen congruent nach dem Modul a 
oe = P (mod.a). 
wenn die Differenz der beiden Functionen, &—?, in dem Modul a ent- 
halten ist. 

Aus dieser Definition ergeben sich unmittelbar die folgenden Sätze: 

l. Ita=P, P=y (mod.a), so ist e=y (mod.a). 

2. Istdirgend ein Theiler von a, so folgt aus «= P (mod.a), dass 
auch «= (mod.d) ist. 

3. Ist «= (mod.a), « eine beliebige Funetion in 2, so folgt 
ua = uß (mod.ua), und umgekehrt folgt aus der letzteren Congruenz die 
erstere, wenn « von Null verschieden. 

4. Ite=P, «,=P, (mod.a), so ist auch ae+te, = P+P, (mod.a). 

Sind A,, A, ... A, beliebig gegebene Funetionen in 2, ©. ©. ... €, 
willkürliche Constanten, so heisst der Inbegriff aller Funetionen von der Form 

Chtoh+'++c,h, 
eine Schaar und wird mit (A,, 4, ... A„) bezeichnet. Das Funetionensystem 
hyy day so. A, heisst die Basis der Schaar. Vie Funetionen A,. Au. ... 4, 
heissen linear unabhängig oder ihr System linear irreductibel, wenn eine 
Gleichung (Identität) von der Form 
rare = 0 

nicht anders bestehen kann, als wenn die constanten Üoeffieienten e,. 
©, 2... C„ alle verschwinden. 


Hiernach gilt der Satz, dass jede Schaar eine linear irreductible Basis 
besitzt. Denn ist A, +&%4-+-'-+e,4,=0 und ce, von Null verschieden. so 
ist die Schaar (A,, A, ... A,) identisch mit der Schaar (i,, 7,, ... 4,), deren 
Basis eine Function weniger enthält. Ist diese noch nicht linear irreduectibel. 
so kann man auf die gleiche Weise weiterschliessen. Auch hier soll in 

26 * 
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der Folge unter einer Basis schlechtweg eine irreductible Basis verstanden 
sein. Die Anzahl der Functionen, welche in einer irreduetiblen Basis einer 
Schaar enthalten sind, ist stets dieselbe und heisst die Dimension der Schaar. 
Ist m die Dimension, so heisst die Schaar auch eine m-fache. Irgend 
m Funetionen einer solchen Schaar bilden eine irreductible Basis derselben 
dann und nur dann, wenn sie linear unabhängig sind. 

Die Funetionen A,, A, ... A, heissen linear unabhängig in Bezug auf 
den Modul a, wenn eine Congruenz von der Form 

Ght+&4-t-+c,). = 0 (mod.a) 
für keine anderen als verschwindende ceonstante Coefficienten c,, &, ... €, 
besteht. Zwei Summen von der Form ®&c,4, mit verschiedenen Werthen 
der eonstanten Coefficienten e, sind dann auch stets incongruent nach dem 
Modul a. 

Es seien nun a und b zwei Moduln, und es werde zunächst ange- 
nommen, es existiren in b nur eine endliche Anzahl von Functionen A,, 
bay 22. A, welche nach dem Modul a linear unabhängig sind. Jede Func- 
tion $ in b genügt dann einer und nur einer Congruenz von der Form 

B = 44+%%+:-+c,ı, (mod.a) 
mit constanten Coefficienten €,, &,...€,„. Die Schaar (A,, A, ... 4.) kann 
daher ein vollständiges Restsystem des Moduls b nach dem Modul a und A,, 
bay... 4, eine Basis desselben genannt werden, und man kann in sym- 
bolischer Bezeichnung setzen: 
b= (A, A,... 4.) (mod.a). 


| 


Wählt man in b irgend ein System von m Funetionen 4, A, ... 4, 
aus, so gelten m Congruenzen 


q 
,, = &h,,}. (mod.a) 
mit eonstanten A,,, und dies System bildet dann und nur dann eine Basis 
eines vollständigen Restsystems von b nach a, wenn die Determinante 


Erkilircn 
von Null verschieden ist. 


8 6. 


Norm eines Moduls in Bezug auf einen andern. 


Ist (A, As, ... 4.) ein beliebiges vollständiges Restsystem eines Mo- 
duls b in Bezug auf einen andern a, so ergiebt sich, weil sb durch b 
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theilbar ist, ein ganz bestimmtes System von m’ Uonstanten e,,, durch 
welches die Congruenzen erfüllt werden: 


sh = CO yhtaıat + Cnık 

Z hs == 6 p) . C) 9 An ie. -r C. ) /. ' 

is EEE LE (mod.a) 
S Im = Cı mb + Cy mh + Ki 7 Cn,m Im 


und durch Auflösung dieses Systems erkennt man, dass jede Funetion 4,, 


und mithin jede Funetion $ des Moduls b durch Multiplication mit der ganzen 
rationalen Funetion mer Grades von z 


Cıı=3, Cs 00 Emma 

m C 24 C5 9 > B, F 

(b,a) = (-1)”" Ä 
Cm» C} m b) ©. De Cnm & 


in eine Function des Moduls a verwandelt wird. Diese Funetion (b,a) ist, 
wie sich aus dem Multiplieationssatz der Determinanten leicht ergiebt, von 
der Wahl der Basis A,, 4, ... 4, unabhängig, also nur von den beiden 
Moduln a, b abhängig und soll die Norm von a in Bezug auf b genannt 
werden. 

Ist jede Funetion in b zugleich in a enthalten, also b durch a theilbar, 
so ist m=0 und (b,a)=1 zu setzen. Wenn dagegen b nicht, wie oben 
angenommen, eine endliche Anzahl in Bezug auf a linear unabhängiger 
Funetionen enthält, dann soll festgesetzt werden, dass (b,a)=0 sei. 

1. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, d der grösste 
semeinschaftliche Theiler von a und b, so ist jede Congruenz zwischen 
Funetionen des Moduls b in Bezug auf den Modul a vollkommen gleich- 
bedeutend mit der Congruenz derselben Funetionen nach dem Modul m; 
andererseits ist jede Function in b einer Function in d und umgekehrt jede 
Funetion in d einer Function in b eongruent nach dem Modul a. Aus 
diesen Bemerkungen ergiebt sich sofort der wichtige Satz: 

b,)=(b,m)=(d, a), 
welcher auch richtig bleibt, wenn (b, a) = 0 ist. 

2. Ist der Modul a theilbar durch den Modul b, dieser durch den 
dritten Modul c, so ist 

(sa) = (cb)(b, a). 


Der Satz ist offenbar richtig, wenn von den beiden Normen (c, b), (b, a) 
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eine verschwindet. Ist dies nicht der Fall und ist 

= (0, ®%, ... 0,) (mod.b), 

b= (A, 4, ... 4) (mod.a), 
so sind die Funetionen 01, 0, ».. 0, A, 4, ... A, zusammengenommen 
linear unabhängig nach dem Modul a; denn ist 

E04 Ech, —= () (mod.a), 


so folgt, da a durch b theilbar ist und die Functionen A, in b enthalten sind, 


co =0 (mod.b), mithn &=0, 
Sc4,=0 (mod.a), mithin d=V0. 
Da ferner jede Funetion y in c einer Öongruenz von der Form genügt: 
vz= F00+Zch, (mod.a), 
so ist die (r+s)-fache Schaar (o,, 0, ... @,, A, Ar, ... 4,) ein vollständiges 
estsystem von c nach a, oder 


= (0, %; :.: &%5 A, Ar, ... 4) (mod.a). 
Ist daher 
30, = &,1ı0ı ++ e,ı 0,+Pı 


S 0, = Er 0; + Bi + €,r 0, + P,; 9 


worin die e,, Constanten, die 5, Funetionen in b sind, also: 


(C, b) = (a 


ferner: 
P, an hıı h, ++ +h,ı FR 


= ut th, 


| .. ) (mod.a) 
zh, = Gut ‘+ 0,1% | 
BA, zZ Ghıt ‘+ c,% 
mit constanten Coefficienten h,,, €,,, also 
C,ı3, C,ı 


(b,a) 
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so folgt: 
39, = &,19ı +" +6,19 +hıhıt+hıdı 


Er 0, + .. + €, ; 0, + Rh; hı + Er r h., h, 


20, = | 
I | . ) (mod.a) 
sh, = CıAhı tr‘ 6,14, 
zu, — C,; hı nu B* + C,; h, 
und hieraus 
e, ı3 e,ı . h, 1 h 1 
| e,. . e, ei h,, r h 
(60) = (re Ei = (6, 46,0) 
() Par er" () C ae 2, ..e 0 C,ı 
( . .%“ 0) C,; D) u... a, 2 


92... P, eines endlichen Moduls 


3. Wenn die Basis-Functionen /;. | 
b=[Pı, Pr, ... P,] durch Multiplication mit von Null verschiedenen ganzen 
rationalen Functionen von z in Funetionen eines Moduls a verwandelt werden 
können, so ist die Norm von a in Bezug auf b, (b,a) von Null verschieden. 
Zugleich ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und b ein end- 
licher Modul m, von dem eine irreductible Basis in der Form angenommen 
werden kann: 


a Meneeı a, ıßı, 
u = a,PıtanPr, 
u a,,Pı +4, Pa +++ a,.P. - 


worin die Coefficienten «,, ganze rationale Funetionen von z sind, und zwar 
so, dass 
(d.a) = ı%2...4,, 

Zum Beweise dieses wichtigen Theorems nehmen wir an, es sei a, der 
grösste gemeinschaftliche Theiler von a und [/,], a; der von a, und [9] u. 8. f., 
so dass a, der Inbegriff aller Funetionen von der Form 

a, = a+yßıt-+y,ß 
ist, wo a eine Funetion in a, Yı, ... 9, ganze rationale Funetionen von 
3 sind. Es ist dann a, der grösste gemeinschaftliche Theiler von a und b. 


Da nun jeder Modul a, durch den folgenden a,,, theilbar ist, so folgt aus 














204 Dedekind u. Weber, Theorie d. algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 







1. und 2. 


(db, 0) = (a, ul. a, dla dee; 
und es handelt sich also noch um die Bestimmung von (a,,a,_,). Es ist aber 
0,=0,_,+y,B,=y,P, (mod.a,_,), 
und nach der Voraussetzung giebt es eine von Null verschiedene ganze ratio- 
nale Function z, von z, für welche 
2,5, = 0 (mod.a). 

also auch 

z,ß, =Z 0 (mod.a,_,). 
Ist nun a,, unter allen der letzteren Congruenz genügenden Functionen x, 
eine von möglichst niedrigem Grade m,, die zugleich so angenommen sei. 
dass der Coeffieient der höchsten Potenz von z=1 ist, so sind alle andern 
dieser Uongruenz genügenden Functionen x, durch a,, theilbar: denn es ist 
für ein beliebiges ganzes rationales q 

(2.—ga,,)P, = 0 (mod.a,_,). 
und wenn x, nicht durch a,, theilbar ist, so lässt sich q so wählen, dass 
x,— ga,, von niedrigerem Grade wird als a,,, gegen die Voraussetzung. 
Setzt man also 
y, = ga,,+b,, 

und bestimmt qg so, dass der Grad von b,, kleiner als m, wird, so folgt: 


oe, = b,,P, (mod.a,_,) 


und hieraus 
m.—1 h 
Q, — (/ 3, >) & P, 9 >» 7 P,) (mod. A._ “ 


Wenn man daher für den Augenblick setzt: 


Fe m. —1 m, 
d,, — C,rC,3 - + Cm. —ı3 + 2 b) 
y —|] 
h; Sun z P, b) 


so folgt: 
si, =Ä4,., si, = Ä4,, . 


2 /. —— | C, ki m. C bh; ES IELTUEE VE Cn,.—1 bh, 


Mm, 


 (mod.a,_,) 


d 


also: 


—2, 1, Be DH 0 
E 0 





Dedekind u. Weber, Theorie d. algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 205 


Hieraus ergiebt sich wie in 2., dass das Functionensystem 
IS. BE uud: 


fie. 3 r, . . . ac: © 


ß;; zP,, nn PO en 3 
eine Basis eines vollständigen Restsystems von b nach a bildet, und dass 
(db, d) = 8,1%:---6, 

vom Grade 
m= m +tm+'-+m 
ist. 
Da nun a,,?,=0 (mod.a,_,),. so lässt sich eine Function «, in a 
und ganze rationale Functionen a,, so bestimmen, dass 


U, — a, t+%,»+:+a ‚Pr 
wird: die auf diese Weise bestimmten Funectionen 
u, = 4, P, . 


Un = a,,/ı + Ad; Pr. 


u = a,Pfı +9 ,.Pa+'-+a,,P, 

sind, da keine der Funetionen a,,. ... a,, verschwindet, rational unabhängig 
und sind sämmtlich zugleich in a und in b, also auch in dem kleinsten 
gemeinschaftlichen Vielfachen m dieser beiden Moduln enthalten. Es ist 
noch nachzuweisen, dass dieselben eine Basis von m bilden. 

Es seim, das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und [/,, 9 +. .]. 
m,=nt, so dass unter den Moduln m,, 1m, ... m, jeder durch alle folgenden, 
also auch durch m theilbar ist, und 


= 3,9 +3 +'-+2ß, 
eine Function in m,, also auch in a. 
Es ist hiernach 


,) 


‚BP, =0 (mod.a,_,). 


[A| 


also 


[A 
\ 
iS 
I 


worin x, eine ganze rationale Function bedeutet. Daher ist 
v„—z,u,=0 (mod.m,_), 9-0 =(, 
woraus folgt: 


v., = uU toll + + +rT,.Uu,, 
Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft >. 
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also: 
WM, == IA, Bas ur Mol, 
Mu [n,. Bar -0+ Bil, 
w. z. b. w. 
Hiernach enthält eine irreduetible Basis des Moduls m genau ebenso 
viele Funetionen wie eine irreductible Basis von b. Wählt man statt der 


! 


Basis u, 4, ... u, eine andere 44, 1%, ... u,, So lässt sich «, 1%, ... w, 
in der Form ausdrücken 

u; = a, Pi + q, ; Pr +++ As; P; 
mit ganzen rationalen Üoeffieienten «a,,, und aus $ 4, 2. ergiebt sich 

(b, a) = eonst. FS+a, 1%:...d,,. 

4. Machen wir ins Besondere die Annahme, es sei a gleichfalls ein 
endlicher Modul, der eine irreduetible Basis von ebenso vielen Functionen 
besitzt wie b, und es sei ausserdem a theilbar durch b, dann lassen sich, wenn 

a = [e,, Oz, 20% a] 

ist, die ganzen rationalen Functionen b,, von z so bestimmen, dass 

a = bußıt baßfıt"tbrPßs 
und die Voraussetzung von 3., dass die Funetionen £, durch Multiplieation 
mit ganzen rationalen Functionen von z in Functionen des Moduls a ver- 
wandelt werden können, ist erfüllt, wie man durch Auflösung dieses Glei- 
chungssystems erkennt. Zugleich ist hier a selbst das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von a und b, und daraus ergiebt sich 

(b, a) = eonst. I +b,1b2>...b,n 

5. Ist m das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Moduln 
a, b und v eine beliebige Function in 2, so ist, wie sich aus der Definition 
ohne Schwierigkeit ergiebt, vım das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von 
va und vb. Ist (b,a)=0, so ist auch (vb,va)=0. Ist aber (b,a) und v 
von Null verschieden, so ergiebt sich 

(vb, vo) = (b, a), 


wenn man in 3. die Basis-Functionen «,, 9, von mund b durch v u,, v P, ersetzt. 


87. 


Die Ideale in o. 


Ein System a von ganzen Functionen von z im Körper £2 heisst ein 
Ideal, wenn es die beiden folgenden Bedingungen erfüllt: 
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I. Summe und Differenz je zweier Functionen in a ergeben wieder 
eine Function in a. 

II. Das Product einer jeden Funetion in a mit einer jeden Function 
in o ($ 3) ist wieder eine Function in a. 

Jedes Ideal ist also zugleich ein Modul und alle für die Moduln 
erklärten Begriffe und Bezeichnungen können auf die Ideale angewandt 
werden. 

Der Modul o (das System aller ganzen Funetionen von z) ist selbst 
ein Ideal, und jedes Ideal ist durch o theilbar. Ebenso ist, wenn u eine 
beliebige von Null verschiedene Function in o bedeutet, der Modul ou (das 
System aller durch « theilbaren ganzen Functionen) ein Ideal. Ein solches 
Ideal soll ein Hauptideal genannt werden. Ist w,, @,... w, eine Basis 
von D, so ist 

vu = [w,u, wu, ... w,u) 
und ow ist das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von o und ow. Daher 
ist nach $ 6, 4. und nach der Definition (4.) in $ 2: 

(1) (v0, ou) = const. N(u) 
und mithin von Null verschieden. 

Ist a irgend ein Ideal und « eine beliebige Funetion in a, so ist 
(wegen II.) das Hauptideal o« theilbar durch a, und mithin nach $ 6, 2.: 


(2) (0, ve) = (0, a)(a, De), 


mithin auch (o, a) von Null verschieden. Da nun wieder a das kleinste ge- 
meinschaftliche Vielfache von a und o ist, so besitzt a nach $ 6, 3. eine irre- 
duetible Basis, welche aus » ganzen Functionen «&,, &, ... «, besteht. die 
demnach auch eine Basis des Körpers 2 bilden. 

Die Norm von a in Bezug auf o, d.h. die ganze rationale Funetion 
(0,a) von z soll die Norm des Ideals a genannt und mit N(a) bezeichnet 
werden. Der Grad dieser ganzen rationalen Funetion heisst zugleich der 
Grad des Ideals a. 


Ist 
ll = [a,, On), ... &). D — [w,, w,, ww w,) 
und 
oo = 9 ++ '+qA,ıW,, 
% = 4,0 4020-4 '+4,20,, 
Ü, an 0,,0,4+0,0;,+ Kur 7 W, 
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mit ganzen rationalen Coefficienten a,,, so ergiebt sich aus $ 6, 4.: 


(3.) Nl(a) = const. F+a, 1%... 


n,n® 


Da jede Funetion in o, also auch die Function „1“ durch Multiplieation 
mit N(a) in eine Funetion des Ideals a verwandelt wird, so ist N (a) stets 
eine Funetion in a. 

Die Norm des Ideals o ist gleich 1 und umgekehrt ist o das einzige 
Ideal, welches diese Eigenschaft hat. Auch ist o das einzige Ideal, welches 
die Funetion „1" (oder eine Constante) enthält. 

Ist « eine Funetion in a, so folgt aus (1.), (2.), (3.): 

(4) N(e) = const.N(a)(a, ve), 
d.h. die Norm einer jeden in a enthaltenen Function ist durch die Norm 
von a theilbar. 

Für die Congruenzen in Bezug auf einen Idealmodul gilt der fol- 
gende Satz, welcher die Ideale wesentlich von den allgemeinen Moduln 
unterscheidet. 

Sind u, u,, v, v, Functionen in o, welche den Congruenzen genügen 

u=u, v=r, (mod.a), 
so ist auch 


uv = ur, (mod.a). 


$ 8. 
Multiplieation und Theilung der Ideale. 

Aus den Grundeigenschaften I, II. der Ideale und aus den Begriffs- 
bestimmungen in $ 4 ergiebt sich zunächst: 

1. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, der grösste gemein- 
schaftliche Theiler, das Produet von zwei (und also auch von beliebig 
vielen) Idealen sind selbst Ideale. Ebenso ist, wenn » eine Function in o, 
a ein Ideal ist, das Produet av ein Ideal. 

2. Das Produet aus mehreren Idealen ist durch jeden seiner Fac- 
toren theilbar, und es ist für jedes Ideal a 

a=a; 
denn nach IL., II. ist jede Function in ao zugleich eine Function in a, und, 
da o die Funetion „1" enthält, auch umgekehrt jede Function in a zugleich 
eine Funetion in ao. 
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3. Ein Hauptideal o« ist dann und nur dann theilbar durch em 
Hauptideal ov, wenn die ganze Function « theilbar ist dureh die ganze 
Funetion v. 

Wir fügen noch folgende Definitionen hinzu: 

4. Definition. Eine Function « in o soll durch das Ideal a theilbar 
heissen, wenn das Hauptideal o«@ durch a theilbar, oder, was dasselbe sagt, 
wenn «@ eine Function in a ist. 

9. Definition. Zwei Ideale a, b heissen relativ prim, wenn ihr grösster 
semeinschaftlicher Theiler o ist. Die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür ist, dass in a eine Function «, in b eine Funetion ? existirt 
der Art, dass 

eo+ß =1, 
oder, anders ausgedrückt, dass in a eine der Congruenz @ = 1 (mod.b) oder 
in b eine der Congruenz = 1 (mod.a) genügende Funetion existirt. 

6. Definition. Ein von o verschiedenes Ideal p heisst ein Primideal, 
wenn kein anderes Ideal ausser p und o in p aufgeht. 

Auf Grund dieser Definitionen ergeben sich nun die folgenden Sätze 
über die Theilbarkeit der Ideale. 

7. Sind a, b zwei Ideale mit dem kleinsten gemeinschaftlichen Viel- 
fachen m und dem grössten gemeinschaftlichen Theiler d, so folgt aus 
$ 6, 1., 2. 


I 


N (m) 
N(a) =NW)$, a) =Nii(b, a), 


N(b)(b, m) = N(b)(b, a), 


folglich (b,a) von Null verschieden und 
N(a)N(b) = N(m)Nd). 
8. Ist das Ideal a theilbar durch das Ideal b, so ist, nach $ 6, 2. 
N(a) = (b, N (b), 


also N(a) theilbar durch N (b). 
Ist ins Besondere (b, a) = 1, so ist auch b theilbar durch a, und 


es folgt: 

9, Ist a theilbar durch b und ist zugleich N(a) = N(b), so ist a = b, 
d.h. beide Ideale sind identisch. 

10. Ist a theilbar durch a,, b durch b,, so ist ab theilbar durch 
ab, ($4, 7). 
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11. Ist ein Ideal a theilbar durch ein Hauptideal ou, so sind alle 
Funetionen in a von der Form Au, und der Inbegriff der Funetionen £ ist 
wieder ein Ideal b, so dass man setzen kann 

a= ub. 

12. Ist « eine beliebige von Null verschiedene Funetion in o und 
das Ideal au theilbar durch das Ideal bu, so ist a theilbar durch b, und 
aus au=bu folgt a=b. 

13. Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache zweier Ideale a, or, 
davon eines ein Hauptideal ist, hat nach 11. die Form rv, worin r ein 
Ideal ist. Da andererseits av ein gemeinschaftliches Vielfache von a und 
ov, also durch rv theilbar ist, so ist nach 12. r ein Thheiler von a. 

14. Ist a ein Ideal, » eine Function in o, so ist nach $ 6, 2., 5.: 

(0, av)= (0, Dov)(orv, ar)= (0, or) (0, a), 
also 
N(av) = const.N(a)N(v). 
Ist also r» das kleinste gemeinschaftliche Vielfache, d der grösste gemein- 
schaftliche T'heiler der beiden Ideale a, ov, so ergiebt sich aus 7. 


N(a) = N(r)N®). 


15. Jedes von o verschiedene Ideal a ist durch ein Primideal p 
theilbar. 

Ist nämlich a kein Primideal, so hat es mindestens einen von 0 ver- 
schiedenen echten Theiler, und von diesen sei p ein solcher, dessen Norm 
von möglichst niedrigem Grade ist. Dieser kann keinen von o verschiedenen 
echten Theiler p’ haben, denn es wäre auch p’ ein Theiler von a und 
zugleich (nach 8.) N(p’) von niedrigerem Grade als N(p). Dies widerspricht 
der Voraussetzung über p, und folglich ist p ein Primideal. 

16. Ist a relativ prim zu b, so ist ab das kleinste gemeinschaftliche 
Vielfache von a und b, und folglich ist jedes durch a und durch b theilbare 
Ideal auch durch das Product ab theilbar. 

Denn nach Voraussetzung giebt es in a, b zwei Functionen «,, /, 
der Art, dass 

+ Pi = 1 
ist (5.). Ist andererseits «= eine Function des kleinsten gemeinschaft- 
lichen Vielfachen m von a und b, so ist hiernach 


a=P=nP+ePp,, 
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also eine Function in ab. Es ist demnach m theilbar dureh ab, und da um- 
gekehrt (zufolge 2.) ab durch m theilbar ist, so ist m mit ab identisch, und 
aus 7. folgt noch für diesen Fall 

N(ab) = N(a)N(b). 

17. Ist a ein beliebiges Ideal, p ein Primideal, so ist entweder a durch 
p theilbar oder a relativ prim zu p; denn da p keinen anderen Theiler hat 
als o und p, so kann auch der grösste gemeinschaftliche Theiler von a und 
p kein anderer sein als o oder p. 

18. Ist a relativ prim zu b und zu c, so ist aauch relativ prim zu be. 

Nach Voraussetzung (5.) giebt es in b, c zwei den Congruenzen 

P=1l, Y=1 (mod.a) 
genügende Functionen, folglich nach $ 7 
Py=1 (mod.a). 
Da #7 in be enthalten ist, so ist hiermit die Behauptung erwiesen. 

Es folgt hieraus noch, dass, falls das Produet ab durch ein Prim- 
ideal theilbar ist, wenigstens einer der beiden Factoren a, b dureh p theil- 
bar sein muss, und, auf Hauptideale angewandt, dass, wenn das Produet 
zweier ganzen Functionen, «ur, in p enthalten ist, wenigstens der eine der 
beiden Factoren u, v in p enthalten sein muss. 

19. Ist a relativ prim zu c und ab durch c theilbar, so ist b dureh 
c theilbar. Nach Voraussetzung giebt es in a eine Funetion «@, welche der 
Congruenz genügt 

e = 1 (mod.t). 
Ist nun ? eine beliebige Function in b, so ist hiernach 
P=«aP und nach Vor. =0 (mod. ce), 


folglich 5 in c enthalten, also b durch c theilbar. 


89. 


Gesetze der Theilbarkeit der Ideale. 


Alle diese Sätze, die sich meist unmittelbar aus der Definition der 
Ideale ergaben, reichen nicht aus, um die vollständige Analogie zu be- 
weisen, die zwischen den Gesetzen der Theilbarkeit der Ideale und denen 


der ganzen rationalen Funetionen herrscht. Wir stützen uns bei diesem 
Beweis auf folgenden Satz: 





ge 
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1. Ist a ein Ideal und k eine beliebige ganze rationale Function von 
z, so lässt sich in a eine Function @ so auswählen, dass (a, va) mit k keinen 
Theiler gemeinschaftlich hat*). 
Ist nämlich 
a I, 20 El 


= io, &, -.. @,], 


und « eine beliebige Function in a, so lassen sich die ganzen rationalen 
Funetionen x,, so bestimmen, dass 


am, = 1 + m ı tt, 

am = Ik +02 +'tT,20., 

Aw, “u tm, + +2. Os 
und es ist ($ 6, 4.) 

(a, 0a) = const. I +T, ı Tr2... Tun 


Ist nun F+2,,%:...x,, durch einen Linearfactor 3—c von k theilbar, so 
lässt sich eine nicht durch 3—c theilbare Funetion ® in o und eine Function 


ae in a so bestimmen, dass 
ew = (3—.c\a' **), 


Setzt man nun, indem man unter £ eine unbestimmte Constante versteht: 


' 


iz —-c)-w = w, 
so Ist 


N (w' BR "(2 e"+a tl" (3 ce)" ++ +a, tz —c)+a,, 


worin die von £ unabhängigen Üoefficienten a,, @, ... a, ganze rationale 
Funetionen von z sind. Es kann nun nicht zugleich a, durch z—c, a, durch 


(3—6)’, ..., a, durch (3—e)” theilbar sein, weil sonst gegen die Voraussetzung 
() . R . En f - > ar . . 
eine ganze Function wäre ($2,5., $3,4.). Daher lassen sich nicht 


2 


*) Die Möglichkeit, diesen Satz schon an dieser Stelle zu beweisen, unterscheidet 
wesentlich die Theorie der algebraischen Functionen von der der algebraischen Zahlen 
und gestattet bei ersterer eine nicht unerhebliche Vereinfachung im Vergleich mit letzterer. 


*#*) Wenn nämlich die Determinante F+2,12722...2.. durch 3—c theilbar ist, 


d.h. für == ce verschwindet, so kann man ein System von Constanten c,, C,, ... On, 
die nicht sämmtlich verschwinden, so bestimmen, dass die ganzen rationalen Funetionen 
Cat t to Cn G=1,2.0) 


für s= ce verschwinden, also durch =—c theilbar sind, und es ist dann 


a == c, 0, +0,04 '-+C,@, 
zu Setzen. 


Dedekind u. Weber, Theorie d. algebraischen Functionen einer Veränderlichen. 213 


alle Glieder von N(w’) durch (3—c)” theilen, und wenn also (3—e)"” die 

höchste Potenz von 3—c ist, durch welche dieselben theilbar sind. so ist 

r>0 und 

on! 
a = Pete + +b_t+b,= fd, 

worin die ganzen rationalen Functionen 5,, b,, ... b„ nicht alle für = e 

verschwinden. Es giebt daher nur eine endliche Anzahl von constanten 

Werthen t£, für welche f(f) durch z-c theilbar ist. Ist 3s—c’ ein von 3-—e 

verschiedener Linearfactor von k, so wird f(f) auch nur für eine endliche 

Anzahl von Werthen £ durch z3—c’ theilbar. Daraus folgt, dass man über 

t so verfügen kann, dass N(w’) nicht durch (2—c)" und zugleich durch keinen 

andern Linearfactor von k theilbar wird*). Setzt man, wenn dies geschehen, 
ta— a = U 


2 


welches ebenfalls eine Function in a ist, so folgt 


aw' — (3— c) a”, 
7 Na) N{w' 
N(a”) = En 


und mithin, da nach $ 7, (4.) 


DEREN...) } 
(a, 0a) = const. N@) 
ist: 
7 ' 
(a, da’) = const. (a, ve)Nw), 


(3— ce)" 
Die Funetion (a, o«”) enthält daher den Factor 3—c mindestens einmal 
weniger als (a, oa), während sie zugleich keinen anderen Linearfactor von 
k öfter enthält als (a, v«). Durch wiederholte Anwendung dieses Verfah- 
rens ergiebt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes. 

2. Jedes Ideal a kann als grösster gemeinschaftlicher Thheiler zweier 
Hauptideale ou, ov dargestellt werden, von denen das eine ganz beliebig. 
nur theilbar durch a, angenommen werden kann. 

Beweis. Man wähle nach Belieben in a eine von Null verschiedene 
Function v, und eine zweite Function « der Art, dass die beiden Funetionen 
(a, ov) und (a, ou) keinen gemeinschaftlichen Theiler haben (nach 1). Ist 
nun « eine beliebige Funetion in a, so ist nach $ 6 (a, vu)e in vu, (a, or)« 
in ov enthalten, so dass es zwei Functionen ®, ®' in o giebt, für welche 


(a, Du) = uw, (a, D v) da= vw, 


*) Diese Schlüsse gelten in der analogen Frage der Zahlentheorie nieht mehr. 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 5. 28 
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Wählt man daher, was nach der Voraussetzung über (a, ou), (a, 0v) mög- 
lich ist, zwei ganze rationale Functionen g, A von z, welche der Bedingung 
genügen 
ga, vu)+hla, ov) = 1, 
so folgt 
ae = guw+hvw, 

d.h. a ist theilbar durch den grössten gemeinschaftlichen Theiler von ou 
und ov. Und da letzterer umgekehrt durch a theilbar ist (weil ou und ov 
durch a theilbar sind), so ist er gleich a, w. z. b. w. 

3. Jedes Ideal a kann durch Multiplication mit einem Ideal m in 
ein Hauptideal o@« =am verwandelt werden. 

Beweis. Man wähle (nach 1.) ina eine Function u so, dass (a, D«) 
keinen Theiler mit N(a) gemein hat, hierauf eine zweite Function v so, 
dass (a, 0”) mit (a, ou) keinen Theiler gemein hat. Dann ist (nach 2.) 
a der grösste gemeinschaftliche Theiler von ou und ov. Das kleinste ge- 
meinschaftliche Vielfache von ou und ov ist (nach $ 8, 13) von der Form 
m», worin m ein Theiler von ou ist. Nach $ 8, 14 ist alsdann 

N (m) = 35 = (A, Du), 
also, nach Voraussetzung, ohne gemeinschaftlichen Theiler mit N(a). Be- 
stimmt man also wieder zwei ganze rationale Functionen g, k von z, so dass 


gN(m)+hN(a) = 1, 
so folgt aus $ 8, 5, da N(m) in m, N(a) in a enthalten ist, dass m und a 
relative Primideale sind, und daraus, nach $ 8, 16. 
N (ma) = N(m)N(a) = N(ou). 
Da nun o«w durch m und durch a, also auch durch ma theilbar ist ($ 8, 16.), 
so ist nach $ 8, 9. 


ma= Du, 
w. z.b. w.*) 


4. Ist ein Ideal c theilbar durch ein Ideal a, so giebt es ein und 
nur ein Ideal b, welches der Bedingung 
od =c 
genügt, welches der Quotient von c durch a heisst. 
*) Man kann das Ideal m zugleich so wählen, dass es relativ prim zu einem be- 


liebigen Ideal b wird. Dies wird erreicht, wenn man die Function « so annimmt, 
dass (a, o«) = N(m) keinen Theiler mit N(a)N(b) gemein hat ($ 8, 8.). 
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Ist ab theilbar durch ab’, so ist b theilbar durch 6b’, und aus ab = ab 
folgt b=b". 

Beweis. Es sei c theilbar durch a und (nach 3.) am=ou. Ks ist 
alsdann auch cm theilbar durch am = ou und folglieh em = bu ($ 8, 10., 11.): 
also, durch Multiplication der letzten Gleichung mit a, 

cu=abu 
und nach $ 8, 12. 
e = ab, 
womit der erste Theil des Satzes bewiesen ist *). 

Ist ferner ab theilbar durch ab’, so ist ($ 8, 10.) «b theilbar dureh 
ub', also b durch b’. — Ist ab=ab', so folgt ub = ub’ und mithin b = b 
($ 8, 12.). 

5. Jedes von o verschiedene Ideal ist entweder ein Primideal, oder 
es lässt sich, und nur auf eine Weise, als Produet von lauter Primidealen 
darstellen. 

Beweis. Ist das Ideal a von o verschieden, so ist es ($ 8, 15.) dureh 
ein Primideal p, theilbar, und folglich (nach 4.) = p,a,, worin a, ein echter 
Theiler von a ist (denn aus a=a würde nach 4. folgen p,=o). Es ist 
also der Grad von N(a,) niedriger als der von N(a). Ist a, von o ver- 
schieden, so schliesst man ebenso, dass a, = P,a, sein muss, wobei der Grad 
von N(a,) wieder niedriger ist als der von N(a,). Fährt man auf diese Weise 
fort, so gelangt man schliesslich nach einer endlichen Anzahl von Zer- 
legungen zu einem Ideal a,_,=p,a, der Art, dass N(a)=1, also a, =o 
ist. Es ist daher 

a= 99...P,. 
Wäre eine solche Zerlegung auf eine zweite Art möglich, etwa 
PıPa...P, = Nı2..-.(Q,5 
so müsste ($ 8, 18.) von den Primidealen p,. D:, ... pP, mindestens eines, 
etwa p, durch q, theilbar und also =q, sein, also nach 4. 


9P;3...P, = 0203...0;- 
Hieraus schliesst man ebenso 9, = 9, u. 8. f. 
Fasst man in der so gewonnenen Zerlegung die einander gleichen 
Primideale zu Potenzen zusammen, so kann man setzen 


a = P91P97...H. 


*) Diese Definition des Quotienten zweier Ideale stimmt mit der in $4, 8. ge- 
gebenen völlig überein. 


28% 
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Irgend ein Theiler a, von a kann dann durch kein von p,, Pa, ... pP, 
verschiedenes Primideal und durch keines öfter als a theilbar sein. Man 
erhält also die sämmtlichen Divisoren von a, deren Anzahl endlich und 
= (es +1)(&+1)...(e,+1) ist, wenn man in 


hr 


hı yalıa 

l D, .. PD, 
die Exponenten Ah, die Reihe der Zahlen 0, 1, 2, ... e, durchlaufen lässt 
(wobei unter p’ das Ideal o zu verstehen ist). Sind a, b zwei Ideale 


a= pipr...p; b=PpR...p/ 
(worin die Exponenten e, f auch zum Theil Null sein können), so erhält 
man den grössten gemeinschaftlichen Theiler und das kleinste gemeinschatft- 
liche Vielfache von a und b in der Form 


"PP Pr, 
wenn man für 9, 9, --. 9, für ersteren die kleinsten, für letzteres die 
grössten unter den Zahlen e,, fi} &, fj --. e,, f, nimmt. 

6. Sind a, b irgend zwei Ideale, so ist allgemein 

N(ab) = N(a)N(b). 

Beweis. Es sei, wie in 5., a=p,a,, so giebt es, weil a, ein echter 
Theiler von a ist, in a, eine durch a nicht theilbare Function 7. Das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache und der grösste gemeinschaftliche Theiler 
von a und on sind bezw. p,n und a,, wie sich (nach 5.) sofort aus der Zer- 
legung von a und on in ihre Primfactoren ergiebt. Hieraus folgt aber 
nach $ 8, 14. 

N(a) = N(p1) Na). 
Durch Wiederholung desselben Schlusses für a, u. s. f. ergiebt sich, wenn 
a=Pı9...P, ist: 
Na) = N(p})N(p.)...N@p,) 
und daraus 
N(ab) = N(a)N(b). 

7. Jedes Primideal ist ein Ideal ersten Grades ($ 7) und umgekehrt, 
jedes Ideal ersten Grades ist ein Primideal *). 

Beweis. Ist p ein Primideal, so ist N(p) durch p theilbar, und daher 
wenigstens einer der Linearfaetoren von N(p), etwa z—c, durch p theilbar 


*) Durch diesen Satz unterscheidet sich die Theorie der algebraischen Functionen 
wesentlich von der analogen Theorie der algebraischen Zahlen. 
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($ 8, 18.). Ist w eine beliebige Funetion in o, welche der Gleichung genügt: 


1 


w"+aw" + +a, ,w+a, =, 


so erhält man daraus, indem man die ganzen rationalen Functionen a,. 


A. ... a, auf ihre constanten Reste al’, a’, ... al” nach s—e redueirt. 


7 


und die ganze Funetion 
"ta wir... Hal) w+al 
in ihre Linearfactoren (w—b,), (w—b,), ... (w—b,) zerlegt: 
(w—b,)\(w—b,)...(w—b,) = (3—-c)w =( (mod.p). 

Es muss also wenigstens einer der Factoren &—b,, w—b,, ... durch 

p theilbar sein, d. h. es ist 
wo = b (mod.p), 

worin b eine Constante bedeutet. Da hiernach jede Funetion in o eongruent 
einer Constanten ist (mod.p), so ist nach $ 6 (0,9) = N(p) = 3—c eine linear: 
Funetion von z, wodurch der erste T'heil der Behauptung erwiesen ist. 

Umgekehrt: ist q ein Ideal ersten Grades, und 

N (q) m ur 
so ist q gewiss durch ein Primideal p theilbar, und da N(a) durch N(v 
theilbar ist, so ist N(p) = N(gq)=z3-—.c, also ($ 8, 9.) 
«6 

Es ergiebt sich hieraus, dass der Grad eines Ideals gleich ist der An 

zahl der Primfactoren, in welche sich dasselbe zerlegen lässt. Ist daher 
0(3—c) = Pi PrP3..., 
so ı1st 
es +&+6&+'- = n. 
Es folgt ferner noch, dass eine ganze rationale Function von z dann und 
nur dann durch ein Primideal p theilbar ist, wenn sie durch die Norm von 
p theilbar ist. 
$ 10. 
Die complementären Basen des Körpers 2. 

1. Definition. Bilden die Functionen &,, &, ... «@, eine Basis von 

2, und setzt man zur Abkürzung 


S(o,a)=a,=a,, ; 


4(e,, Oggy... ‚= Z+a ,%:..4,,.=4 ($ 2), 


n 
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so lässt sich, da « von Null verschieden ist, ein ganz bestimmtes Functionen- 
system &,, &, ... a, aus den linearen Gleichungen bestimmen 


» 
li) = Sa,0, 
‚n 


und da 
1 


I (0. 0, ... 0.) 2 p 
von Null verschieden ist, so bilden die Functionen «&,, &, ... «, ebenfalls 
eine Basis von £2. Diese soll die zu &,, &, ... @, complementäre Basis heissen. 

2. DBezeichnet man, wenn die Indices r, s der Zahlenreihe 1, 2,...n 
angehören, mit (r, s) die Zahl 1 oder 0, je nachdem r, s gleich oder ver- 
schieden sind, so ist 

(2.) S(a,a,) = (r, s), 
denn durch Auflösung der Gleichungen (1.) folgt 

0,=2a,; 


/ 


d,; u d,,; za, A, , (r, $), 
hieraus: 
ı ı 
0,=Fa,a0,; S(a,a)=Za,a,=(r, s). 
Genügt umgekehrt ein Functionensystem /, den Bedingungen $(«,,) = (r, s), 


so ist 3, =«,; denn setzt man f, = b> b,,@,, so folgt wegen (2.) 

= 8(B,0,) = (r, 9). 
Daraus folgt unmittelbar, dass die Beziehung der «, zu den «, eine gegen- 
seitige ist, d.h. dass die Basis &,, @,,.... «, complementär ist zu «&;, &,.... «.. 


3. Ist n eine beliebige Function in (2, so kann man stets setzen 
n= Zr = Zxo, 
und durch Anwendung von (2.) folgt: 
z,=S(na), 2 =S(na,), 
also: 
8) n= Za,S(na)) = Za,S(ne)). 
4. Ist n eine beliebige von Null verschiedene Function in (2, so ist 


! ! ! 


@, &, &, 


u. 0.0 
die zu n@, 7%, ... na, eomplementäre Basis. Dies folgt aus 2. wegen 


S(n A,‘ -) = S(o,a)=(r, s). 
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5. Wenn zwei Basen von 2, &,. &,.... a, und f}, Pr, ... ?, durch 
die » Gleichungen zusammenhängen 
P, = 22,0 
mit rationalen Coefficienten z,,, so hängen die zu ihnen complementären 
Basen zusammen durch die » Gleichungen 
- I 
0, — PER») 
(transponirte Substitution). Es ist dies eine unmittelbare Folge aus 3. wegen 


e,, = Sl«,ß,). 
6. Es ist 


Sao = 1, 
also: 
i,t L,t 
! ! ! 
Ss a,,®, Qi, un Sa, Zu 1. 
Setzt man nämlich zunächst 


20,0, = 0, 


so folgt aus 3. (auf die Functionen ne, angewandt), 


no, = Zu,S(no,o,), 
mithin, nach der Definition der Spur in $ 2, (5.) 
S(n)==&S(na,a,) = S(Zna,«,), 


also: 
S(no) = S(n), 


und daraus, wenn man in 3. einmal 7=o, dann n=1 setzt: 
= 3 0,S(o«‘) == 3.0,S(e') =1. 
Wir gehen etwas genauer ein auf die Bildung der complementären 
Basen in zwei besonderen Fällen: 
7. Es sei w,, @, ... w, eine Basis von o und &, &, ... &, die 
complementäre Basis (von (2). Es sei 
e.,=0,=8(o,0,), 
welches ganze rationale Functionen sind, und 
D = comt.Z+e ,&:...6,. 
die Diseriminante von (2; es ist dann nach 2. 


1 x c0D 
= GEy— m, 


0e, 
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woraus hervorgeht, dass die Functionen De, zu den ganzen Functionen ge- 
hören. Aus 6. folgt aber ferner 


D= > an :W,@W, 


t,0’ 


und hieraus 


‚ 1 oD oD 
= — ww, 
do D’ — ode,. de,, 


1 o0D 1 /0D coD oD cD 
D de, + D? 2 de,. Bi de,. z de. )w. W,, 


und daraus nach einem bekannten Determinantensatz: 
. ’ 
7 sc+D . udn PR 
woraus das wichtige Resultat folgt, dass auch die Functionen De,e, zu den 
ganzen Functionen gehören. 
8. Es sei 9 eine solche Function in (2, dass 1, @, 0°, ... "=! eine 
Basis von 42 bilden, und es sei also 


(4) ff) = M+aN"+..+a,,9+a,=0 


mit rationalen Coefficienten «a irreductibel. Es soll die complementäre Basis 
zu 1, 6, 6°, ... 0""' aufgesucht werden. Setzen wir, wenn £ eine unbe- 
stimmte Constante bedeutet, 


€ 


f(t) 2 nt 
Fr ee nt mern t tm, 
also: 
n—? n-- 
m = 4-1+0,.29+. ++", 
"ı a,.+4,,304+.+0"", 
(9.) 
N. = a,+ 6, 
N Mn 1, 
so bilden die Funetionen 7, 71, »-- 27u-ı gleichfalls eine Basis von 2, da 


die Determinante der Gleichungen (5.) = ( rs, also von Null ver- 
schieden ist. Es lässt sich daher jede Function Z in 2 in der Form darstellen 
“ = Yınot Yı nt'*+%Y, 1 NAn-ır 


Die Reihe der rationalen Functionen %,, Yı, »-- Y,.-ı Setzen wir nun fort, 
indem wir die Funetionen y,, %.41, ;.. durch die Recursion bestimmen 


6.) 049,194 + Mr Yrrn-2 + a Yrrn-ıt Yrrn = 0. 
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Nun ist nach (5.) 


| en, una 1: A, In 1% 


Im =Mm —4, Mar 


l 


(1.) | On: 71 dA. Nn 1} 


On.-ı un Na a Nn—13 
also 


u) u Yyımt pt '"+Y, nt Ya M-ı3 
und ebenso allgemein für jedes ganze positive r: 
“Nr u 
1) — Y, no+ YrzıMı + Yıyn Mt Y,+n—ı Nn—1) 
oder, wenn man 7, Yıs »»« 7u-ı durch 1, 6, 6, ... 0" ausdrückt: 


0 = at Hehe + +2, 


n—1 

worin 

er = ya Ft Ya t"tY + Yan, 

er) = yaon+Y1-3+° + Y,4._, 

N = + 

a 

cr), ei Y.. 
Mithin ist (nach der Definition von S, $2 (5.)) 

Ss(e) = MM +++... +27) 


= Ya,ıt2yıa, 2+ "+ —l)y,.mı+nRYy,-ı; 
also, auf {= n, angewandt: 
S(n)=(r+lD)a,__,; S(n-)= (n—r)a,, 
worin u =1 zu setzen ist. 
Setzt man daher zur Abkürzung 


Be) = &,, 
so folgt, so lange r —n, mittels (5.) 
(8.) (n—r)a, = a, +a,_,5: 4'408, _1+ 8, 
und nach (4.) allgemein 
(9.) (= 0,8,+4,-18,+1+ + 18,421 8,4 


Aus diesen Formeln folgt aber ferner: 
 f(0) = n0""+(n—1)a, 0""+-..-+2a,.0-+a,_, 
EI Mn $| nt +8._-1-ı; 


- ! . : u 
9" f (6) —— 8.10 + 8,4111 4°, + 84-2 nat Sinn —1° 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 3. 29 


I 


(10.) 
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Beachtet man nun den Werth der Determinante des Gleichungssystems (5.), 
so folgt hieraus mit Rücksicht auf die Definition der Norm und der Diseri- 
minante in $2 (4.) und (12.) die wichtige Formel 


| Ss Sr ::. mi 
. Isla $ $) ... $, n(n— n— 
(11) Nf(9) = (-1)""| = (-1)Pr@9 41,0, 0, ... 0"). 
S.—13 Sus os Sn | 


Die Gleichungen (10.) ergeben aber auch mit Rücksicht auf die Definition 
1. die zu 1, 6, 6°, ... 6°" complementäre Basis: 
No N, An—1 , 
ro’ fa’ "fo 
9. Bedeutet a= [e,,%,...«,] einen Modul, dessen Basis zugleich 
eine Basis von 2 ist, so erhält man aus der zu @,, &%, ... «, complemen- 
tären Basis von 2, «@,, &, ... a, einen anderen Modul a’ = [e;, @,... «,], 
welcher der zu a complementäre Modul genannt wird. Derselbe ist, wie sich 
aus 5. in Verbindung mit $ 4, 2. sofort ergiebt, von der Wahl der Basis 
von a unabhängig. 
10. Wir betrachten ins Besondere den zu o=[w,@,...w,] com- 


plementären Modul e=[&,&,... &,]. Metzen wir 
4 
ww, = Sei) D,, 
> 


so Ist nach 3. 
ei = er = S(w,w,€,) 


eine ganze rationale Function von z, und es folgt: 

we, = > e)e. 
Hieraus ergiebt sich, dass der Modul ve ($ 4, 7.) theilbar ist durch e; 
andererseits ist, weil o die Funetion 1 enthält, e theilbar durch oe, also 

ve = 6, 

d.h. der Modul e, der zwar nicht bloss ganze Funetionen enthält, besitzt die 
charakteristische Eigenschaft II. $ 7 der Ideale. Dasselbe gilt in Folge 
dessen auch von dem Modul e’. Da die beiden Moduln De, De’ nach 7. 
nur ganze Funetionen enthalten, so sind dieselben Ideale, und aus 7. er- 
giebt sich noch 


N(De) = D"". 
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11. Ist 0 eine Function in o von der Art, dass 1, 6, 6, ... 0 
eine Basis von 2 bildet, so dass in der irreduetibeln Gleichung 
f(0) = #"+a,0""+---+a,_,d+a, = 0 
die Coefficienten ganze rationale Functionen von z sind, so kann man für 


r=(, 1, 2,...»—1 die ganzen rationalen Functionen AU’ so bestimmen, dass 


9" = Eko, 


l,n 


wird. Wendet man hierauf den Satz 5. und 8. an, so folgt: 
f (0), => kK’n+k®’nt+ + +k"®’n,_ı; 
und hieraus ergiebt sich, dass der Modul 
fe =t 
nur ganze Funetionen enthält. Aus 10. schliesst man, dass derselbe ein 
Ideal ist. 


s 11. 
Das Verzweigungsideal. 

1. Hülfssatz. Sind je zwei der Ideale a, b, c, ... relativ prim, so 
existirt immer eine Funetion, welche in Bezug auf jedes von ihnen einer 
gegebenen Function in 0 congruent ist. 

Beweis. Man setze 

m=abe - =ay=bb,=tu= +"; 
der grösste gemeinschaftliche T'heiler von a, = be..., b, = atc..., u=ab... ist 
alsdann gleich o, da kein Primideal zugleich in a,, d,, C,, ... aufgehen kann. 
Folglich kann man ($4, 5.) «, aus a,, ?, aus b,, yı aus c,. ... so auswählen, dass 
at+pı tt = 1, 
also: 
„=l A=09, 1=90, ... (mod.a), 
=) A=l y=0, ... (mod.b), 
=) A=09, 1=l ... (mod.e), 
Sind daher 4, u, v, ... gegebene Functionen in 0, so genügt 
o = Aa+ußp,+ry + (mod.m) 
den Bedingungen 


w=4 (mod.a), = u (mod.b), w=r (mod.c), 
29* 
















. 
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2. Es seien p, P,, Pa, ... die sämmtlichen von einander verschiedenen 
in einer beliebigen linearen Function 3— ec aufgehenden Primideale und 
0(3—ce)=Pp’prp2.., e+ta+te&+=n (89 7.) 
Man wähle die Funetionen A, A,, A, ... theilbar resp. durch p, p,, Pr, .. 
aber nicht durch p°, p7, 9, ... und lasse 5, b,, b,, ... beliebige, jedoch 
von einander verschiedene Constanten bedeuten. Nach 1. lässt sich dann 
eine Function © bestimmen, welche den Congruenzen genügt 


C=b+3 (mod.p), S=b,+4 (mod.py), S=b,+4, (mod.p), . 


.. 


also 
so dass, wenn a irgend eine Constante bedeutet, S— a höchstens durch eines 
der Primideale p, p,, P,, ... und niemals durch eines ihrer Quadrate theilbar 
ist. Ist daher g(t) = IT(t—a) eine ganze Function der Variablen £ mit con- 
stanten Coeffieienten, so ist p(&) = /IT({—a) stets und nur dann durch p” 
theilbar, wenn g(f) algebraisch durch (£— 5)” theilbar ist, und wenn p” die 
höchste in p(&) aufgehende Potenz von p ist, so ist folglich p”" die höchste 
in g'(£) aufgehende Potenz von p. Soll daher „(£) durch z-c theilbar 
sein, so muss g(f) durch die Function „ten Grades 
vl) = (t—-b)Y(t—b)" (t—b,)"... 

theilbar sein. Mithin ist die Congruenz 

tt mS”+ +2,00" =0 (mod.s—ec) 


nur durch solehe ganze rationale x zu befriedigen, die alle durch s—e 
theilbar sind. Setzt man also, indem man mit Ay”, ki’, ... ganze rationale 
Funetionen von z und mit w,, @, ... w, eine Basis von 0 bezeichnet: 


1 = Kdw+ datt kw, 
‘> 1 3 ı 

- E= ki) w,+ KK) w.+ ++ k)w,, 
. 

- 


2 2) „(2 2 
== k’w,+ kl Im ++ k) w,, 


Be. = kerdw,+ krdw,.+ + ed, 
so kann die Determinante 
k= Z+K) KV... ker» 


weder identisch verschwinden, noch durch 3—c theilbar sein (vgl. die Note 
zu $9, 1.). 
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Es folgt also, dass 
Nt-L) = fit, 3) 
irreduetibel ist. Da nun f(£,z)=0, also f(Z,e) durch 3—e theilbar ist, so 
muss f(f, c) durch w(t) theilbar, also, da beide Funetionen von 
Grade sind, 


gleichem 


fit, ec) = yil) 
sein, woraus man noch für eine folgende Anwendung schliesst: 
Ss(öo) = eb+eb,+t&b,+-- (mod.z—c), 
und, indem man dieselbe Betrachtung auf die Funetionen , ©, ... an- 


wendet, was falls keine der Constanten 5 verschwindet, sicher gestattet ist: 
Ss) = eb’+ebi+e&,b;+-- (mod.s— ec), 
so = eb’+eb+e,bl!+--. (mod.z—e). 


Es ist also p° die höchste in f(£, e), also p°”" die höchste in f’(Z, e 
aufgehende Potenz von p, und da 
f&ec = f'(£, 3) (mod.p‘), 
so ist p*-' auch die höchste in f'(Z, z) aufgehende Potenz von p. Hieraus 
ergiebt sich 
Bf (d, 3) = mupr'ne".... 
worin m und folglich auch N(m) relativ prim zu 3—e ist. 
Ist nun D die Diseriminante von (2, so ist hiernach und nach $ 10, 
(11.) und $ 2, (13.) (von eonstanten Factoren abgesehen) 
NG, )=41 5,7%, .:.. 0) = DE = (a0 N m), 
wenn s die Anzahl der verschiedenen in z—c aufgehenden Primideale 
Pp, Pı, Pa, ... bedeutet; und da k und N(m) durch 3—e nicht theilbar sind 
so ist (3—e)"” die höchste in D aufgehende Potenz von 3—c. Folglich: 
(1) D= Hlt-o". 


worin das Produetzeichen 7/ sieh auf alle solehe linearen Ausdrücke z—e be- 


zieht, in denen weniger als » verschiedene Primfactoren aufgehen, die also 
durch die zweite oder eine höhere Potenz eines Primideals theilbar sind. 
Es giebt also nur eine endliche Anzahl linearer Functionen 3—c, die 
durch das Quadrat eines Primideals theilbar sind. 
Wir setzen nun 


2) 3 I", 
worin sich das Producetzeichen // auf alle diejenigen Primideale p bezieht, 
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von denen eine höhere als die erste, nämlich die ete Potenz in ihrer Norm 
aufgeht, und nennen dieses Ideal 3 das Verzweigungsideal. Aus (1.) und (2.) 
folgt sofort 
3.) AG)=D. 
Da ferner a—s — e—1, also e(n—s)—2(e—1) > (e—1)(e—2) — 0 ist, so ist 
D theilbar durch p°“", also auch durch 3°, und man kann, wenn man mit 
d gleichfalls ein Ideal bezeichnet, setzen: 
(4) oD=d;, Nb)=D"". 

3. Ist eine Funetion e in o durch jedes in 3—c aufgehende Prim- 
ideal theilbar, so ist S(e) durch 3--c theilbar. 

Beweis. Es sei S dieselbe Function wie in 2., so dass man setzen kann: 


n— 


zo = u tmItmS + +2,16 
worin die Coeffieienten ©, &,, &ı, ... X,_, ganze rationale Funetionen von 
z ohne gemeinsamen T'heiler sind, von denen die erste durch 3—c nicht 
theilbar ist (vgl. 2.). Aus unserer Voraussetzung über die Function e folgt. 
wenn die Constanten b dieselbe Bedeutung wie in 2. haben 
zu tzb +mb’+.- +2,60" = 0 (mod.s—c), 
2, +%b+mb+--+2,,b = 0 (mod.zs—ec), 
+ b+mb+.. +2,65 = 0 (mod.s— ec), 


1 
9 


und hieraus, indem man die Congruenzen mit e, &., &, ... multipliecirt 
und addirt: 
ur + SD) + I) +-+2,_,$I")=rS(o)=0 (mod.z—c), 


also, da x durch 3—e nicht theilbar ist, 

S(o)=0 (mod.3z— ec) 
w. z. b. w. 

4. Es sei jetzt 
r = (2 —c)(3— c,)(3—6))... 
das Produet sämmtlicher von einander verschiedenen Linearfactoren von D und 
rt = PPPı... 

das Produet der sämmtlichen von einander verschiedenen in r aufgehenden 
Primideale. Ist wie oben 3 das Verzweigungsideal, so ist 

9.) r3=IIp=or 


und mithin 


n 


r F 
N (r) = D' 
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Jede Function e in r hat nach 3. die Eigenschaft, dass S(o) durch r theilbar 
ist. Ist nun, wie in $ 10 
% = [&, &), zu €] 
der zu o complementäre Modul, o eine beliebige Funetion in r, so kann 
man setzen 
P > atmet +T,E,, 

worin nach $ 10, 3. 

z, = S(ow,), 
also, da ogw, eine Function in r ist, x, eine durch r theilbare ganze ratio- 
nale Funetion von z. Hieraus folgt, dass das Ideal r durch den Modul re 
theilbar ist. Es ist also auch das Ideal Dr theilbar durch das Ideal r De. 
Zugleich ist 

N(Dr)=r"D"", N(rDe)=r"D"" ($10, 10.): 
mithin nach $ 8, 9. 
Dr = rDe 

oder 

6) = re 
Woraus mittelst der obigen Bemerkung über o folgt, dass, wenn & eine be- 
liebige Function in e bedeutet, S(e) eine ganze rationale Funetion von z ist. 
Aus der Formel (6.) folgt durch Multiplieation mit 3 nach (5.) 

tz=re;3=0r 
und folglich 

1) 94 =... 
Multiplieirt man die letzte Gleichung mit D, so ergiebt sich aus (4.) 

eD; = ;0, 

folglich 

(8) De=» 
und durch Multiplication dieser Gleichung mit e nach (7.) 

(9) De=)d. 


4. Ist 6 eine ganze Function von z n 2 und Nt—-N)=f(l), so 
ist f'(6) theilbar durch das Verzweigungsideal 3. 

Beweis. Ist f(t) reductibel, so ist f($)=0, also sicher theilbar 
durch 3. Im anderen Fall ist nach $ 10, 11. 


ef) = 
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ein Ideal, folglich durch Multiplieation mit 3 nach (7.) 
(10.) of (6) = f;. 
Zugleich folgt, wenn wir wie in $10, 11. 


= Zu, 
k= E40, ka-D 


Setzen. 


Nf'(6) = N(ÖNG)=DNÜ 


= const.A“D ($10, (11.) und $ 2, (13.)), 
also: 


(11) N) = const.k' 


ein vollständiges Quadrat. 


$ 12. 
Die gebrochenen Functionen von z im Körper 2. 

1. Jede beliebige Function n7 in $2 lässt sich nach $ 3, 3. auf un- 
endlich viele Arten als Quotient zweier ganzen Functionen von z darstellen 
(der Nenner kann sogar eine ganze rationale Function von z sein). Es 
sei also 


er 


und u, v ganze Funetionen von z (Functionen in o). Ist nun m der grösste 
gemeinschaftliche Theiler der beiden Hauptideale ou, ov, also, wenn a, b 
relative Primideale sind, 

(1) ovu=am ov=bm, 
so folgt ($ 4, 6.) 

(2) avr=bu oder an=b. 


Ist also « eine beliebige Function in a, so ist @n in b enthalten, 
also jedenfalls eine ganze Function von 3. Ist umgekehrt «@ eine ganze 
Funetion von z, welche die Eigenschaft hat, dass &7 = ß eine ganze Func- 


tion ist, so folgt 

ov = Pu, 
also nach (1.) 

ab = Pa; 


da nun a, b relativ prim sind, so muss « durch a, 5 durch b theilbar sein, 
und daraus folgt: 
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Es ist a der Inbegriff aller derjenigen ganzen Funetionen «, welche 
die Eigenschaft haben, dass «en eine ganze Funetion ist, und der Inbegriff 
aller dieser ganzen Functionen «n ist das Ideal b:; oder anders ausgedrückt: 

Es ist b das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von on und 0, ebenso ü das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von a und o. Hiernach muss, wenn a’, b 
zwei der Bedingung 

an = b 
senügende Ideale sind, a’ durch a theilbar sein. Sei also 

a = ıa, 
so folgt: 

b=nan=ıb. 

Umgekehrt ist auch für ein beliebiges Ideal ı 

nan = nb. 

2. Es seien jetzt a, b zwei der Bedingung 

an =b 
genügende Ideale, gleichviel ob relativ prim oder nicht. Der Quotient 
D » em ug . 
ist nach $ 4, 8. der Inbegriff aller derjenigen Funetionen y, welche die 
Eigenschaft haben, dass ay durch b theilbar ist. Zu diesen Functionen ge- 
hören gewiss alle Funetionen von der Form wn, wenn ® eine beliebige 
Funetion in o bedeutet. Aber auch umgekehrt ist jede Funetion y von 
dieser Form; denn da ay durch b, also auch durch o theilbar ist, so ist 
es ein Ideal (da es die Eigenschaften IL, II. $ 7 besitzt), also wenn c gleich- 
falls ein Ideal ist: 

ay = cb 
und durch Multiplieation mit » 

by = tbn. 


[ V . u . () 
Ist nın wie oben 7 = X und, wenn go, o ganze Functionen sind, y=- 
[6 


so folgt hieraus 
bou = cbrvo, 
also: 
vou=cvo, Dy=en. 


Beides zusammen liefert den Satz 


b 
a 


8.) 0n= 
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Sind in dieser Darstellung b, a relativ prim, was nach 1. stets und nur auf 
eine Weise angenommen werden kann, so soll b das Oberideal, a das Unter- 
ideal der Funetion 7 heissen. 

3. Ist wieder allgemein 


al 


an=b, also 0n= 
und «& eine beliebige Function in a, eine zugehörige Function in b, so ist 
n=— und aß=be. 


Hieraus folgt durch Bildung der Normen 
Na). 
N(b) 


4. Sind n, 7’ zwei Funetionen in £2 und ist wie in 1. 


N(n) = const.- 


an=b; d=b, 
sleichviel ob a, b; a’, b’ relativ prim sind oder nicht, so folgt 
aan = bb. 


Es folgen also aus 


PER b nn b’ 
a’ f a’ 
die Gleichungen 
N 2. s 1 _ a N _ ba 
aa N b n' ab’ 


5. Istan=b, a7 =b, so wird auch 
a(ntn) = b" 


ein Ideal sein, weil, wenn «7, «n’ ganze Functionen sind, stets auch &(n+') 
eine solehe ist. Ist also 


b ‚, 
Zu = 
D ] a ’ 0 a’ 
so folgt 
7 


haben die beiden Ideale b, b’ einen gemeinsamen Theiler, so ist derselbe 
auch Theiler von 6b". 

6. Es sei jetzt og eine Funetion in (2, deren Oberideal durch ein be- 
liebig gegebenes Primideal p, aber nicht durch p? theilbar ist (solche Fune- 
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tionen existiren stets; dieselben können sogar ganze Functionen von 2 N 
% 

sein), also x 
m e 

00 = —, > 


worin mt, n durch p nicht theilbare Ideale sind. Sei ferner 7 eine beliebiae 
Function in 42, deren Unterideal durch p nicht theilbar ist, also 

b 

— 

und a nicht theilbar durch p. Man wähle eine beliebige Funetion « in 
die nicht durch p theilbar ist, und eine entsprechende Funetion ? in b, so dass 


ß 


a 


on = 


n = 


wird. Sei 
| | 9 
e=0, P=P (mod.p),, „=, 


worin &. Po, €, Constanten sind, deren erste von Null verschieden 


Nach 5. ist 

—(, 0 b. 
IT EEE ARE ——— 

@ A 
und aus 
ad—ae)=ba, P-ce=(0 (mod.p) 
folgt. da @ durch p nicht theilbar ist, dass b, dureh p theilbar sein ı 
Setzt man also 
n-—uv=oNn, 


so ist auch das Unterideal von 7, durch p nicht theilbar, Auf diese \\ 


lässt sich eine ganz bestimmte Reihe von Uonstanten &. ©. ... € 
der Art ermitteln. dass 

N = 6 Ten. 

nn =c0c Ton, 

Nn,—ı  — C._ı + 0 N, . 


worin die 7,1, Nas »++ 95 ++. Funetionen bedeuten, deren Unterideale k: 


andern Primfaetoren haben können als das Unterideal von nr und das Ol 


ideal von e mit Ausschluss von p. Demnach ist für jedes ganze positi 
n = GtCa0+'+c,_,0” +7,0". 

Ist das Unterideal von © durch p‘, nieht durch p’*' theilbar. so kann n 

dieselbe Betrachtung auf die Funetion 7 = To’ anwenden und erhält 


is 


= Geo" +ao"tr ++ +c_o"r+n0o"t". 
30* 
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$ 13. 
Die rationalen Transformationen der Funetionen des Körpers 2. 

Ist z, eine beliebige, nicht constante, Function des Körpers (2 (eine 
Variable in (2), so besteht, wie in $2 nachgewiesen, zwischen z, und z eine 
irreduetible algebraische Gleichung, welche, von Nennern befreit, in Bezug 
auf z, vom Grade e, in Bezug auf 3 vom Grade e, sei. Es ist, wie eben 
dort gezeigt, e ein Divisor von z, n=ef. Es sei diese Gleichung 


1) 6@,3=0. 


Jede rationale Funetion © von z und z, lässt sich ($ 1) mit Hilfe dieser 
Gleichung auf die beiden Formen bringen 


a Jr ar aa, 
(2. " 
IE = 2" +23 +. +2, 39 


und zwar nur auf eine Weise so, dass ©, 2, ... x,_, rationale Functionen 
von 3, 2, U), ... x), rationale Functionen von 2, sind. 

Ist nun # eine solehe Function, dass 1, 6, 6, ... 6" eine Basis *) 
von 2 (in Bezug auf 3) bilden, so bilden nach $ 2 die » Funetionen 


(b 2, ur ir, 
6 02,. O3, . . . di, 


(3.) 


le- ie Er En m 
eleichfalls eine solche Basis, und daraus ergiebt sich nach (2.), dass zwischen 
den e,f=n, Functionen 
u z, WE er. 
\o, 02, BE, 03% 


(4.) 
pi ET ca EN, 
die zur Abkürzung mit 
A er 
bezeichnet sein mögen, eine Gleichung von der Form 
III ++ = O0 
*) Man könnte statt der Basis 1, 6, ... "=! auch eine beliebige andere Basis 


von $2 dieser Betrachtung zu Grunde legen. Es genügt aber für unsern Zweck, wenn 
wir gerade diese wählen. 
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(1 (1) 


nur dann besteht, wenn die rationalen Functionen x), aU), ... x 
sämmtlich verschwinden. Daraus folgt nach (2.), dass jede Funetion 
und zwar nur auf eine einzige Art, darstellbar ist in der Form: 
n = II EIN H... 4 In, 
worin die x’ rationale Funetionen von z, sind. 
Jede solehe Function 7 genügt einer algebraischen Gleichung 
(Grade n,., deren Coetficienten rational von z, abhäneen. denn es ist 


sc 
A y(! (1) ,(M) (1) „() 
na >= RE h ram tr +2. 7% 
1 l 1 En l 
nn» — qi Dr +=) 7 ee x) 7", 
a (1), (1) (1) ,.() (1) „U) 
N in ng I, ını +r) N: +. T LT, .n, In, “ 
und mithin 
(!) (1) ‚(i) 
Tıı N, Tı2s a T], 
(1) Ba __ (1) 
LT; \ [35 Ns I) () 
1 l 
x I . a, “ . . . a) 1 


Es lässt sich nun zeigen, dass man eine Funetion n=# so 
wählen kann, dass 9, nicht zugleich einer Gleichung niedrigeren G 
deren Coefficienten rational von z, abhängen, genügt. 

Wir stützen uns zum Beweis dieser Behauptung auf den tole 
Satz, dessen Beweis sich leieht durch den Schluss von m—1 aut m 
giebt. Ist 

F(z,. La oo. DL) 
eine ganze rationale Funetion von ©, 23, ... x, deren Covetficienten | 
tionen in (2 sind, die nieht alle verschwinden, so kann man für dis 
T3, 2... 2, Solche constanten oder rational von 3, abhängigen Grössen se 
dass F in eine nicht verschwindende Funetion in 2 übergeht. Ist 


Fi@,, &, , für alle solche &,. &;, ... x„ gleich Null, so tolgt 


Zn 


für beliebige constante oder rational von z, abhängige d,, da,, ... d. 


dF = Fx,)de, + Fe) de, +: -+F(r,)de, =. 
Ist nun 
9, = +) + +zn 
und 
e x rom + u MM e ae 41 Dun 
(5. M=-4 Bid ) +2,.,n$ 


EEE (1) Here . (1) 
P ve Li} m n + L2 m? '‚ 1 L, ‚m In, h) 
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so sind die ©,, ganze rationale und homogene Functionen vom Grade h von 
2, 25, ... x, und hängen ausserdem rational von z, ab. 
Ist also 
(9)= a„M+a, NT + +9 +m=0O 
die Gleiehung niedrigsten Grades, welcher #, genügt, deren Coefficienten 
rational von z, abhängen, so genügen die Functionen @,, @, ... a, der 
Bedingung 
AK ta%,1ı+°"+4a,%m > 0, (1,2, .. nn) 
und zugleich ist m —n,. Da nun nicht alle aus den Coefficienten z,,; zu 
bildenden m-reihigen Determinanten verschwinden können, weil sonst 6, einer 
Gleichung von niedrigerem als dem mten Grade genügen würde, so folgt 
aus letzteren Gleichungen, dass man die @,, a,, ... a, als ganze inihaihe 
Funetionen von &, &, ... x, voraussetzen kann. 
Wenn nun die Gleichung Y(#,)=0 für alle rational von z, abhän- 
SIEEN 2, Ir, ... z, bestehen soll, so muss nach obigem Satze auch 
dp = y'(0,)d®, + da, ++ da, 6, + da, = 0 
sein, und wenn m <n, ist, so lassen sich die de,, da;, ... dx, ohne dass 
sie alle verschwinden, so bestimmen, dass 
ET ET WE 3 ee ET en 
und folglich 
p(H,)d4, = 0 
ist. Da aber 96) vom Grade m—1 ist, so muss dd, =, also de, =, 
do =(0, ... de, =0 sein. Daher kann nur m=n, sein. 
Ist also 4, so bestimmt, dass die Gleichung niedrigsten Grades 


F(0. 2) = 0 
den Grad n, wirklich erreicht, so lassen sich alle Funetionen in 2, und 
zwar nur auf eine Weise in der Form darstellen 
n = aM +29 + +al, 0", 

worin die Coefficienten z{", z{’, ... x), rational von z, abhängen; denn 
man kann unter dieser Voraussetzung 7”, 7%”, ... 2% vermittelst der Glei- 
ehungen (5.) in der angegebenen Weise darstellen. 

Es lassen sich also sowohl z,, 6, rational durch z, 6, als auch umge- 
kehrt z, 6 rational durch z,. 0, darstellen. 

Die Variable z, die wir bisher als die unabhängige bezeichnet haben, 
kann daher jede beliebige (nicht eonstante) Function des Körpers (2 sein. 
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Während aber die Gesammtheit aller Funetionen des Körpers 42 gänzli. 
ungeändert bleibt, sind die Begriffe: Basis, Norm, Spur, Diseriminante, yan 
Function, Modul, Ideal, wesentlich abhängig von der Wahl der unabhängig: 
Veränderlichen z. 

In dem besonderen Falle nur, wenn zwei Variable z, 3, linear 
einander abhängen, ist eine Basis von 42 in Bezug auf z zugleich eine solel 
in Bezug auf z,; ebenso sind Normen, Spuren und Diseriminanten in diese 
Fall für s und z, identisch. 

Sind «, A irgend zwei Funectionen in (2, so bestehen zwischen de 
selben Gleichungen, deren linker Theil eine ganze rationale Funetion 
ae und P ist. 

Unter diesen ist eine (nach $ 1) 


Fe, 9) =VQ\), 


welche sowohl in Bezug auf @ als in Bezug auf 3 von möglichst niedrigen 
Grade ist, und diese soll die zwischen @ und 5 bestehende irreduchble Gle: 
chung heissen. Diese ist, von einem eonstanten Factor abgesehen. völlio 
bestimmt. 


II. Abtheilune. 


s 14. 
Die Punkte der Aiemannschen Fläche. 

Die bisherigen Betrachtungen über die Funetionen des Körpers 2 
waren rein formaler Natur. Alle Resultate waren rationale, d. h. nach den 
Regeln der Buchstabenrecehnung mittelst der vier Species abgeleitete Fol 
gerungen aus der zwischen zwei Funetionen in (2 bestehenden irreduetibelı 
Gleichung. Die numerischen Werthe dieser Funetionen kamen nirgends 
in Betracht. Man würde sogar, ohne andere Prineipien anzuwenden. di: 
formelle Behandlung noch wesentlich weiter treiben können, indem man 
zwei Funetionen des Körpers 42 nicht als durch eine Gleichung verbunden. 


sondern als unabhängige Veränderliche auffasst, wobei dann alles auf algı 
braische Theilbarkeit von rationalen Funetionen zweier Veränderlichen 
hinausläuft. Wir haben auch diesen Weg durchgeführt, der jedoch in Da: 
stellung und Ausdrucksweise sehr schwerfällig ist und bezüglich der Strenge 
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nichts mehr leistet als der im Vorhergehenden benutzte Gang. Nachdem 
nun aber der formale Theil der Untersuchung so weit geführt ist, drängt 
sich die Frage auf, in welchem Umfange es möglich ist, den Functionen in (2 
solche bestimmten Zahlenwerthe beizulegen, dass alle zwischen diesen Functionen 
bestehenden rationalen Relationen (Identitäten) in richtige Zahlengleichungen über- 
gehen. Es erweist sich bei dieser Untersuchung als zweckmässig, auch das 
Unendlichgrosse als eine bestimmte Zahl » (Constante) zu betrachten, mit 
welcher nach bestimmten Regeln gerechnet wird*). Die mittelst der ra- 
tionalen Operationen in dem so erweiterten Zahlengebiet ausgeführten Rech- 
nungen führen stets zu einem ganz bestimmten Zahlenresultat, wenn nicht 


0 B i 
—, nun auftritt. 
0’ x 


Zeichen, welchen kein bestimmter Werth zukommt. Das Auftreten einer 


im Verlaufe der Rechnung eines der Zeichen e+x, 0.%, 


solehen Unbestimmtheit in einer Gleichung ist nicht als ein Widerspruch 
aufzufassen, da in diesem Fall die Gleichung gar keine bestimmte Behaup- 
tung mehr enthält, also von der Wahrheit oder Unwahrheit derselben auch 
keine Rede sein kann. Unter den Funetionen des Körpers 42 finden sich 
ausser unendlich vielen Veränderlichen auch sämmtliche Constanten, d. h. 
Zahlen. Hiernach gelangt man durch die oben gestellte Forderung zu fol- 
:ndem Begriff. 

1. Definition. Wenn alle Individuen @, P, y, ... des Körpers 42 


Oo’ 
at 


durch bestimmte Zahlwerthe &,, Pu, Yu, -.. So ersetzt werden, dass 
(1) «,=e, falls « constant ist, und allgemein 


(11.) (a-+ P = ut Pos (IV.) (ad) = Aue; 


(ILL) (e—P) . ,— Pu: (V.) (7) == = 


wird. so soll einem solehen Zusammentreffen bestimmter Werthe ein Punkt 


1% zugeordnet werden (den man sich zur Versinnlichung irgend wie im 
Raume gelegen vorstellen mag**)), und wir sagen, in B sei «= «,, oder 
a habe in ® den Werth «. Zwei Punkte heissen stets und nur dann ver- 


*) Das Unendliche als einen bestimmten Werth zu betrachten ist in der Func- 
tionentheorie vielfach üblich und nützlich. Es spricht sich dies bei Riemann z. B. 
darin aus, dass er seine die algebraischen Functionen darstellenden Flächen als ge- 
schlossen betrachtet. 

*#) Eine geometrische Versinnlichung des „Punktes“ ist übrigens keineswegs noth- 
wendig, und trägt zu einer leichteren Auffassung nicht einmal viel bei. Es genügt, 
das Wort „Punkt“ als einen kurzen und bequemen Ausdruck für die beschriebene 
Werth-Coexistenz zu betrachten. 
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schieden, wenn eine Function «@ in (2 existirt, die in beiden Punkten v: 
schiedene Werthe hat. 

Aus dieser Definition des Punktes soll nun die Existenz desselben 
sowie der Umfang des Begriffes dedueirt werden. Zunächst ist aber hervo 
zuheben, dass nach dieser Definition der „Punkt“ ein zum Körper 12 
höriger invarianter Begriff ist, der in keiner Weise abhängt von der Wahl 
der unabhängigen Veränderlichen, durch welche man die Funetionen «des 
Körpers darstellt. 

2. Satz. Ist ein Punkt ‘B gegeben, und z eine in B endlieh. 
Variable in (2 (eine solche existirt für jeden Punkt; denn ist 2,= x, so is 


1 n ’ 
Ga) =0(, also endlich), so hat auch jede ganze Function ® von z in \ 
m 0 


einen endlichen Werth &, — denn zwischen »® und z besteht eine Relation 
von der Form 
1 1 1 
1 = 6 +b st "+ h 2 
[77] [77] ww" 
worin a, b, ... k als ganze rationale Functionen von z nach (II), (Il) 


(IV.) in ® endliche Werthe haben. Mithin kann =) nicht gleich 0, also 
@, nicht gleich » sein. 

3. Satz. Ist z irgend eine in B endliche Variable, so ist der Iı 
begriff p aller derjenigen ganzen Functionen z von z, welche in IP ve 
schwinden, ein Primideal in z; wir sagen, der Punkt ® erzeuge dies Prim 
ideal p. Ist » eine ganze Function von z, welche in B den Werth wo, hai 
so ist = w, (mod.p). 

Beweis. Ist „=0, , =0, so ist auch (+ nr"), = 1,47, =0. um 
wenn & eine beliebige ganze Function von z, also w, endlich ist. so tolgı 
aus „=0 auch (on, =w,n,=0; also ist p ein /deal in z (87, 1... I] 
Das Ideal p ist von o verschieden, da es die Funetion „1“ nicht enthäli 

Hat » in B den Werth o,, so ist (o—-w,),=0, folglich » = w, (mod. \ 
also jede ganze Function von z einer Constanten congruent nach dem Modul ı 
Daher ist ($ 9, 7.) p ein Primideal, 

4. Satz. Dasselbe Primideal p kann nicht dureh zwei verschieden: 
Punkte erzeugt werden. 

Denn zunächst ist der Werth einer jeden ganzen Function & in einen 
das Ideal p erzeugenden Punkt ® durch die Congruenz ®  w, (mod.y 


vollkommen bestimmt. Ist aber 7 eine beliebige Function in (2, so lassen 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft >. Sl 
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sich nach $ 12, 1. zwei ganze Functionen «, P, die nicht beide durch » 
theilbar sind, so bestimmen, dass 


wird. Da nun die endlichen Werthe «,, /, nicht beide verschwinden, so 
folgt aus (V.) 


also ebenfalls durch p vollkommen bestimmt. 

Es ergiebt sich hieraus noch, dass zwei Punkte, in denen eine 
Variable » endliche Werthe hat, dann und nur dann von einander ver- 
schieden sind, wenn eine ganze Function von z existirt, welche in beiden 
verschiedene Werthe hat. 

d. Satz. Ist z irgend eine Variable in 2 und » ein Primideal 
in z, so giebt es einen (und nach 4. auch nur einen) Punkt ®, welcher 
dies Primideal erzeugt, und welcher der Nullpunkt des Ideals p genannt 
werden soll. 

Beweis. Es sei n eine beliebige Function in 2, und o eine solche, 
deren Oberideal dureh p aber nieht durch »° theilbar ist. Es lassen sich 
dann nach $ 12, 6. stets und nur auf eine Weise eine ganze Zahl m, eine 
von Null verschiedene endliche Constante e und eine Function n,, deren 
Unterideal nieht dureh » theilbar ist, so bestimmen, dass 


mi m-+-1 


Wir setzen 


mn = , C, OO . 


je nachdem m positiv, Null oder negativ ist. Dieser Werthbestimmung der 
Funetionen des Körpers (2 entspricht ein Punkt ®, da die Bedingungen 
(1.) bis (V.), wie man sofort übersieht, erfüllt sind *). 


#) Ist 7’ = Co” + mo”t!, so ist z. B. 
” ne 0" m ( c 2. Oo n\) 
n' S c' N l ’ 

worin 

en —en, 

74 \ 

c(c-+0N,) 

eine Funetion von derselben Beschaffenheit ist wie n, (noch einfacher ist der Beweis 

in den übrigen Fällen). 


n = 
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Jede Funetion, deren Oberideal durch » theilbar ist. also ins Be 
sondere jede Function in p erhält nach dieser Festsetzung in ® den Werth 
Null, d.h. der so bestimmte Punkt ® erzeugt das Primideal ». 

Jede Function, deren Unterideal dureh » theilbar ist, und nur eine 
solehe hat in B den Werth ®, und daraus geht hervor, dass eine ganzı 
Funetion von z in keinem Punkt, in welchem z einen endlichen Werth hat. 
unendlich ist, und, da eine gebrochene Function von z im Unterideal ze- 
wiss ein Primideal enthält, also mindestens in einem Punkt. in welehem z 
endlich ist, unendlich sein muss, so ist auch umgekehrt jede Funetion, die 
in keinem Punkt, in welchem z einen endlichen Werth hat. unendlieh ist. 
eine ganze Function von 2. 

6. Aus 3. 4. 9. ergiebt sich nun das folgende Resultat. Um alle 
existirenden Punkte B und jeden nur ein einziges mal zu erhalten, ergreife 
man eine beliebige Variable z des Körpers (2: man bilde alle Primideale 
p in z und construire für jedes derselben den Nullpunkt. so sind alle die- 
jenigen Punkte ® gefunden, in denen z endlich bleibt: ist P ein von diesen 
verschiedener Punkt, so hat in ihm z# = den endlichen Werth Null: um- 
gekehrt ist jeder Punkt P, in dem 3° den Werth Null hat, von den Punkten 
1 verschieden. Das durch einen solchen Punkt W erzeugte Primideal y 
in 2’ (welches aus allen in 9 verschwindenden ganzen Functionen von 3 
besteht) geht in 3° auf, und umgekehrt ist der Nullpunkt eines jeden in 2 
aufgehenden Primideals p' in 3’ ein Punkt Y. in welchem # = 0 also z3= x 
ist. Mit diesen in endlicher Anzahl vorhandenen, den verschiedenen »p’ ent- 
sprechenden Ergänzungspunkten und den vorher aus den Primidealen » in 
z abgeleiteten ist die Gesammtheit aller Punkte ® erschöpft, deren Inbe- 
griff die Riemannsche Fläche T bildet. 


$ 15. 
Die Ordnungszahleı 
l. Definition. Ist % ein bestimmter Punkt, so betrachten wir die 
sämmtlichen in B verschwindenden Funetionen z in 42, und ertheilen jeder 
derselben eine bestimmte Ordnungszahl nach folgendem Gesichtspunkt. 
Eine solche Funetion o hat die Ordnungszahl 1, oder heisst unendlich 


: Ä ' T « 
klein in der ersten Ordnung oder 0' in B, wenn alle Quotienten in 


. . ! . Y nd . . () . 1 
endlich bleiben. Ist 0° eine ebensolehe Funetion wie o, so ist * in B 
31” 
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weder O noch ®, und umgekehrt, ist - in B weder O0 noch x, so ist 
o gleichfalls unendlich klein von der ersten Ordnung. Giebt es ferner für 
. - a) . . .,». 5 gT 
irgend eine Function zz einen ganzen positiven Exponenten r, so dass 


% 


. 7T .. ® 
oilt dasselbe von —-, und z erhält die Ord- 


in B weder O noch ® wird, so &@ - 
nungszahl r oder heisst unendlich klein in der Ordnung r im Punkte ®%. 
Wir werden auch sagen, z ist 0" in ® oder = ist O in P'. 

Um die Frage nach der Existenz solcher Funetionen oe und solcher 
Ordnungszahlen r zu entscheiden, ergreife man eine beliebige in B endliche 
Variable z, bezeiehne mit » das durch ® erzeugte Primideal in z, und 
stelle jede Funetion z (mit Ausnahme der ordnungslosen Uonstanten O0) nach 
s$ 12 als Quotienten von zwei relativen Primidealen in z dar. Das Oberideal 
jeder dieser Funetionen ist dann durch » theilbar, und es giebt darunter 
auch solche, deren Oberideal nicht durch p° theilbar ist; diese haben die 
Ordnungszahl 1; für die übrigen Funetionen zz ist die Ordnungszahl der 
Exponent der höchsten im Oberideal aufgehenden Potenz von p, was sich 
aus den Sätzen des $ 12 ohne Weiteres ergiebt. 

2. Hat eine Funetion 7 den endlichen Werth n, in B, so sagen 
wir, n habe diesen Werth r-mal in B oder in r mit B zusammenfallenden 
Punkten, oder in P’, wenn die Funetion 7—n, in B unendlich klein in der 
Ordnung r ist. Ist aber =», so sagen wir, 7 habe den Werth & r-mal 
in B oder inr mit B zusammenfallenden Punkten, oder 7 sei ©’ in B oder 
x in 9, wenn in B” verschwindet. 

3. Wird eine Funetion 7 in 'B x’, so legen wir derselben auch die 
Ordnungszahl —r bei, wenn aber n in B weder O noch x wird, so habe 
sie die Ordnungszahl 0. Hiernach kommt in einem beliebigen Punkt ® 
jeder Funetion des Körpers 42 eine ganz bestimmte Ordnungszahl zu, mit 
Ausnahme der beiden Constanten 0 und x. 

4. Ist o eine Function, welche in einem beliebigen Punkt ® die 
Ordnungszahl 1 besitzt, und 7 eine Function mit der (positiven, negativen 
oder verschwindenden) Ordnungszahl m, so lässt sich nach dem Schlusssatz 
des $ 12 für jedes beliebige positive r eine Reihe von Uonstanten c,, 
Cr 22. &_,, deren erste nicht verschwindet, und eine in ®B endliche Funetion 
o so bestimmen, dass 

n = 0" +ao" "+++ co" +oo"t 
wird. 
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5. Hieraus ergiebt sich unmittelbar, dass die Ordnungszahl eines 
Productes zweier oder mehrerer Funetionen oleich ist der Summe der Ord- 
nungszahlen der einzelnen Faetoren. 

Die Ordnungszahl eines Quotienten zweier Funetionen ist gleieh deı 
Differenz der Ordnungszahlen des Zählers und Nenners. 

Ist 7, 72, ... n, eine Reihe von Funetionen und m die alzebraisch 


kleinste unter ihren Ordnungszahlen, so ist 


te > m u m en ım 
N = €9 70,0 
) . l 
„. = 0” +0,p j 
+ =“ 8 .Y 
. ’ l 
n, = e,0° 70,0 
> 


worin die Constanten e,, &, ... e, jedenfalls nieht alle verschwinden. Sind 


daher &, &, ... ec, Constanten, so ist die Ordnungszahl von 


n = Co NToRMmTt'++ten,. 
falls ne +&+---+e,e von Null verschieden ist. ebenfalls m. sonst 
grösser als m. 

6. GComplexe von Punkten, welche denselben Punkt auch mehr- 
mals enthalten können, nennen wir Polygone und bezeichnen dieselben mit 
A, 2, €, 

Es bedeute ferner AB das aus den Punkten von X und von B zu- 
sammengesetzte Polygon, in der Weise, dass, wenn ein Punkt B r-mal in 
A, s-mal in B auftritt, er (r+s)-mal in AB vorkommt. Daraus ergiebt 
sich die Bedeutung von B und von Y= PP Br..., und die Gesetze der 
Theilbarkeit der Polygone in vollkommener Uebereinstimmung mit denen 
der Thheilbarkeit der ganzen Zahlen und der Ideale. Die Rolle der Prim- 
factoren übernehmen dabei die Punkte; um aber auch die Einheit zu er- 
halten, muss man das gar keinen Punkt enthaltende Polygon O (das Null- 
eck) zulassen. 

Die Anzahl der Punkte eines Polygons heisst seine Ordnung. Ein 
Polygon von der Ordnung » wird auch kurz ein »-Eck genannt. 

Der grösste gemeinschaftliche Theiler zweier Polygone AU, B ist das- 
Jenige Polygon, welches jeden Punkt ® so oft enthält, als er n A und ® 
mindestens vorkommt. Ist dies O, so heissen U, DB relativ prim. 

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache von X und B ist dasjenige 
Polygon, welches jeden Punkt so oft enthält, als er in A und ®B höchstens 
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vorkommt. Sind X, DB relativ prim, so ist AB ihr kleinstes gemeinschaft- 
liches Vielfache. 

It X=-P PP... ein beliebiges Polygon, so giebt es stets Fune- 
tionen z in (2, welche in keinem der Punkte X unendlich sind. Denn wenn 
z in einigen Punkten von X unendlich ist, so kann man eine Constante e 
so wählen, dass s—ec in keinem der Punkte von X den Werth O0 hat, und 


i 5; ! | . 
dann ist —— in allen Punkten des Polygons X endlich. Legt man eine 


solche Variable z zu Grunde, so ist der Inbegriff aller derjenigen ganzen 
Funetionen von z, welche in den Punkten des Polygons U (jeden nach 
seiner Vielfachheit gezählt) verschwinden, ein Ideal a= y’pyp%..., und man 
kann sagen, das Polygon X erzeuge das Ideal a, oder A sei das Naullpolygon 
des Ideals a. Der Idealbegriff fällt hiernach vollständig zusammen mit 
dem Begriff eines Systems ganzer Functionen, welche alle in denselben 
festen Punkten verschwinden. Das Ideal o wird erzeugt durch das Nulleck O. 

Das Produet zweier oder mehrerer Ideale wird erzeugt durch das 
Produet der Nullpolygone der Factoren, grösster gemeinschaftlicher Theiler 
und kleinstes gemeinschaftliches Vielfache zweier Ideale durch den grössten 
vemeinschaftlichen Theiler und das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der 
entsprechenden Nullpolygone. 

7. Satz. Ist z irgend eine Variable in 2 und » der Grad des 
Körpers (2 in Bezug auf z, so nimmt z jeden bestimmten Werth e in genau 
» Punkten an. — Denn wenn o das System aller ganzen Funetionen von 
z und e eine endliehe Constante bedeutet, so ist 


01 -e)=pipr., ate+=n ($9 7), 


- 


wenn 2. Da, ... von einander verschiedene Primideale in z bedeuten. Be- 
zeichnet man mit PB, Pa, ... die Nullpunkte von $,, $:, ..., So hat nach 
2, z den Werth e in e, Punkten ®, (oder in ®B%), in e, Punkten ®, (oder 
in B>) u. s. f., also in den » Punkten des Polygons Pr P%... Umgekehrt: 
ist ® ein Punkt, in welchem z den Werth e hat, und p das durch 8 er- 
zeugte Primideal in z, so ist s=e (mod.p), und folglich ist p eines der 
Ideale $,, 2, ..., mithin B einer der Punkte BB... Dasselbe Resultat 
eilt aber auch für e= »; denn weil » auch der Grad von 42 in Bezug auf 
1 


- 
N 


in genau » Punkten an. Aus $11 folgt, dass nur für eine endliche Anzahl 


ist, so nimmt letztere Variable den Werth 0, folglich z den Werth ® 
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von Werthen der Constanten e einer der Exponenten &, &, ... grösser 
als 1 sein kann. 

Die Zahl », d.h. die Anzahl der Punkte, in welehen die Funetion z 
je einen eonstanten Werth hat, soll die Ordnung der Funetion 3 genannt 
werden. Die Constanten und zur diese haben «die Ordnung Null. Für alle 
anderen Funetionen in 42 ist die Ordnung eine positive ganze Zahl. Die 
Ordnung einer Variablen z ist zugleich der Grad des Körpers (2 in Bezug auf z. 


$ 16. 
Conjugirte Punkte und conjugirte Werthe. 

1. Definition. Ist e ein bestimmter Zahlwerth, so entspricht dem- 
selben, wie in $ 15 gezeigt, ein Polygon MA von » (gleichen oder ver- 
schiedenen) Punkten P, PP”, ... B”, in welchen die Variable »'" Ordnung 
3 eben diesen Werth hat: diese » Punkte sollen conjugirt nach z heissen: 
durch einen von ihnen (und durch die Variable 3) sind die übrigen be- 
stimmt. Lässt man e nach und nach alle Werthe annehmen, so bewegt 
sich das Polygon U = PP"...1%” und zwar so, dass stets alle seine Punkte 
sich verändern. Man erhält hierbei also alle überhaupt existirenden Punkte 
und nur diejenigen (in endlicher Anzahl vorhandenen) mehrfach, in welchen 
3— 2, oder in höherer als der ersten Ordnung verschwindet. Es ist 
daher das Produet aller dieser Polygone 

Ha T), 


x 
wo T die einfache Gesammtheit aller Punkte, die Riemannsche Fläche, 3 

ein bestimmtes endliches Polygon ist, welches das Verzweigungs- oder Win- 
dungspolygon von T in z heisst. Jeder in 3. enthaltene Punkt Q heisst ein 
Verzweigungs- oder Windungspunkt von T in z, und zwar von der Ordnung 

s, wenn er genau s-mal in 3; vorkommt. Es ist s= e-—l, wenn 3— z, oder 
1 


nn) 


in Q unendlich klein von der e!" Ordnung ist. Die Ordnung des Poly- 


cons 3. heisst die Verzweigungs- oder Windungszahl w, der Fläche T nach z. 
Diejenigen Punkte des Verzweigungspolygons, in welchen 3 einen endlichen 
Werth hat, erzeugen zusammen das Verzweigungsideal in 3 ($ 11). 

Will man von dieser Definition der „absoluten“ Riemannschen Fläche, 
welche ein zu dem Körper 2 gehöriger invarianter Begriff ist, zu der be- 
kannten Riemannschen Vorstellung übergehen, so hat man sich die Fläche 
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in einer z-Ebene ausgebreitet zu denken, welche sie dann überall mit Aus- 
nahme der Verzweigungspunkte »-fach bedeckt. 
2. Satz. Ist 


r _  c+dz 
a+bz 
worin a, b, e, d Constanten bedeuten, deren Determinante ad--be von Null 
verschieden ist, so Ist 


3: zu 3,5 W, — W.. 


. . 1 * . . 
Denn wenn in einem Punkt ®B 3—z, oder — unendlich klein in der eten 


- 
ED 


Ordnung ist, so ist in demselben Punkte auch 


ii (ad—be)(s—x,) 
’ 7 (a+bz)(a+bz,) ’ 





oder falls z, unendlich ist: 


et SE 
u 7 late) 
oder falls = ®x, also atbz,=0 ist: 
1 _ a+bz 
2 c+dz 


unendlich klein in der eten Ordnung. 

Ist ins Besondere 2’ = ‚so ist die Verzweigungszahl w, = w, gleich 
dem Grad der Diseriminante 47.(2) vermehrt um die Anzahl der ver- 
schwindenden Wurzeln von 4,(2)=0 ($ 11). 

3. Definition. Die Werthe 7, 7", ... 7”, welche eine beliebige 
Function 7 in 22 in » nach z conjugirten Punkten P’, P”, ... P“’ annimmt, 
heissen conjugirte Werthe von n nach z. 

4. Satz. Ist N,(n) die Norm einer beliebigen Function 7 in Bezug 
auf z, so ist der Werth, welchen diese rationale Function von 3 für 3= 2, 
besitzt, gleich dem Produet 7'n"...n” der zu 3=3, gehörigen conjugirten 
Werthe von 7, wobei von dem Fall, dass dies Produet unbestimmt wird, 
also einer dieser conjugirten Werthe 0, ein anderer & ist, abzusehen ist. 
Beim Beweis dieses Satzes können wir annehmen, es sei z, endlich; denn 
ist = x, so legen wir statt s die Variable 2’ = 4 zu Grunde, wobei die 
Norm ungeändert bleibt. Ferner können wir annehmen, die Werthe 7', 7", ... 27” 
seien alle endlich; denn ist einer von ihnen unendlich, so ist n. V. keiner 


0} 0} r . y. ® 1 
derselben gleich 0, und wir betrachten statt 7 die Funetion 5 
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Es sei nun unter diesen Voraussetzungen 
0(3 — u) = PiPrPr... 
und Bi, BP, Ps, --. die Nullpunkte der von einander verschiedenen Prim- 
ideale #1, P2, Ps, »-- Wir econstruiren ein System ganzer Functionen A, u 
von z nach folgender Regel: Es sei 


), theilbar durch p,. nicht dureh »}: 


hr „ .. D>, .. “. v5: 
- 2 
hz „ “.. D;, “. .. D;; 


u, theilbar durch p2, 93, ..., nicht durch »,, pet", pr", 2.5 
e| 3 e, 1 P3 
U; „ „ Pi, 3, Peg ’ I D2, pi e\ Pd3 


U; PB) hr P, pY, 260 „ bh P3; pi 


Die » Funetionen 
iur. 2. 


- „n?2 no 
Ur, Hahn, Male, ... UM! 


- 


- 


Ma, Hads, Made, 20. Mäs 
die wir mit n,, 7%, ».. 7. bezeichnen, bilden dann eine Basis von 2; diese 
Behauptung ist in der nun zu beweisenden allgemeineren enthalten. 

Wenn 


(3—-3,)5 = sınt+9+:-+8,n, 


mit ganzen rationalen Coefficienten &,, 25, ... x, ist, und Z in den Punkten 
Bi, Pr, B5, ... endliche Werthe &, 5”, £”, ... hat, so müssen die sämmt- 
lichen Coefficienten z,, &;, ... x, durch 3—z, theilbar sein. In der That 
ist z. B. im Punkte ®, die linke Seite unendlich klein mindestens in der 


Ordnung e. Es muss also nach $ 15, 5. auch 


ante Mmt+E,N. u ua + mA ++, A " 


in dieser Ordnung unendlich klein sein. Dies ist aber nur möglich, wenn 


2%, %,... x, in%, verschwinden, also durch 3— z, theilbar sind, w. z. b. w. 
*) Die Möglichkeit, solche Functionen zu bestimmen, ergiebt sich aus $ 9, 3. An- 
merkung, oder auch nach $ 11, 2., wonach man z. B. setzen kann 


1 =o—b, uX= w(e). 
Journal für Mathematik Bd. XCIl. Heft >. 32 
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Hiernach können wir setzen: 

nuM = wlah HE He He") 

+1, (a +2 ++ AT") 

f 1) 3% @—1) 7% — 

+, (EHI + + aD) Her, 

worin die x”, 2, ... x”, ... rationale Funetionen von z sind, die alle für 
—z, endlich bleiben. In den Punkten %, B;, ... ist die linke Seite 
unendlich klein mindestens in der Ordnung &, &, ... Dasselbe gilt für B: 


- 
ne 


Von 4, U, ... aber nieht von 1», für 1, von w,, ı, ... aber nicht von 
U;, ...; folglich ist für z= 3, 

ai oa .. ara 

nd Pd ... rt, 


In ®, ist die linke Seite unendlich klein mindestens in der Ordnung r; 


r) 


daher wird. wenn r<<e, ist, für = 2, 
md Med .:.. rd Pe 
Dieselbe Betrachtung lässt sich auf die Functionen 74,45, nu;z45, ... anwenden. 
Setzt man also 
nn = HGıNfıt Lirmt'"+Ln Nns 


LM t Cr mt "+ Kann » 


\ 


NN2 
nn„ nn Mt 22m tt Lunar 
so werden in der Determinante 
N(n) = 2Z+20,1 022... En 
sämmtliche links von der Diagonalreihe stehenden Glieder für = z, ver- 
schwinden, während von den Diagonalgliedern e, gleich 7’, e, gleich 7", 
e, gleich 7”, ... werden. Es ist also für =, 
T £ "e, „Me, Me, 
N(n) = 7"n"n"®.. 
w. z. b. w. 
d. Da nach der Definition der Spur ($ 2) 


S(n) zu T,ıt IT + u + Lan 


ist, so führen dieselben Betrachtungen zu dem Satze: 
Es ist für 3=3, 


S(n) = unten +en"+-, 
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welcher jedoch nur unter der Voraussetzung gilt, dass die Werthe 7’, 7", 7", ... 
endlich sind. 

Der Satz 4. ergiebt für ein beliebiges constantes (oder rational von 
z abhängiges) t für 3= 2, 


N(t—n) = (tn) (tn) (t-n")".... 


und daraus durch Vergleichung der Coeffieienten gleicher Potenzen von t 
für jeden dieser Coeffieienten einen Ausdruck dureh die eonjugirten Werthe 
(symmetrische Functionen). 

6. Ist 71, m, ... 2. eine Basis von (2, so ergiebt sich durch An- 
wendung von 5. sofort der Werth der Diseriminante dieses Systems für 3=z, 


) N / Sim Ey J Em 
Im, N... Nu) sun (<StNnN ..n \, 


wenn 7,, 7,, ... 7.” die sämmtlichen gleichen oder verschiedenen, aber als 
endlich vorausgesetzten, zu z3=z, gehörigen eonjugirten Werthe von > 
bedeuten. 


ji 


$ 17. 

Darstellung der Funetionen des Körpers 2 durch Polygonquotienten. 

Eine Function n des Körpers 2 hat nur in einer endlichen Anzahl 

von Punkten eine von Null verschiedene Ordnungszahl; die Summe sämmt- 
licher Ordnungszahlen ist gleich 0, also die Summe der positiven gleich 
der Summe der negativen Ordnungszahlen, und zwar gleich der Ordnung 
der Function 7 ($ 15). Sind die Ordnungszahlen einer Function 7 für jeden 
Punkt % bekannt, so ist damit die Function 7 bis auf einen constanten 
Factor bestimmt; denn hat 7’ überall dieselbe Ordnungszahl wie > 


7, so hat 


. (nach $ 15, 5.) überall die Ordnungszahl Null und ist also (nach $ 15, 7.) 


eine Uonstante. 

Bilden wir also ein Polygon X, in welches wir jeden Punkt, in dem 
; eine positive Ordnungszahl hat, so oft aufnehmen, als diese Ordnungszahl 
angiebt, und ein zweites Polygon B, in welches wir in entsprechender Weise 
die Punkte aufnehmen, in welchen 7 eine negative Ordnungszahl hat. so 


sind die Polygone A, B von gleicher Ordnung, und zwar von der Ordnung 
der Function 7. Durch diese Polygone 4, ® ist also die Funetion 7 bis 


auf einen constanten Factor bestimmt. Wir setzen in symbolischer Be- 
32* 
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zeichnung 
A 
u 
und nennen U das Obereck, B das Untereck der Function n *). 

Nach dieser Festsetzung sind die beiden Polygone 4X, 3 relativ prim; 
es ist aber zweckmässig, die Bezeichnung dahin auszudehnen, dass man 
auch gemeinschaftliche Faectoren in WU, ® zulässt, was durch die Bestim- 
mung geschieht, dass 


MA 4 
MN TB 


sein soll, wenn M ein beliebiges Polygon bedeutet. Setzen wir nach dieser 
verallgemeinerten Bezeichnung 

A 

3 

so kann ein Punkt ®, in welchem 7) die Ordnungszahl m besitzt, m,-mal in 


n = 


MU, m,-mal in B aufgenommen werden, wenn m —m; =m ist. Es ist auch 
jetzt noch die Ordnung von A gleich der von B, aber nicht mehr gleich 
der Ordnung der Function n. 
Aus dieser Definition ergiebt sich (nach $ 15,5.) unmittelbar der 

Satz: Ist 

WE, FR 

a BP’ : Eiusa Yr 
so ist 
et aw n AB 
“BE Fo 
Nach $ 14, 5. ist eine Function n' dann und nur dann eine ganze Function 
von n, wenn jeder im Untereck von rn aufgehende Punkt auch in dem von ı 


enthalten ist. 


s 18. 
Aequivalente Polygone und Polygonclassen. 
1. Definition. Zwei Polygone A, W von gleichviel Punkten heissen 
äquivalent, wenn eine Function 7 in (2 existirt, welche (nach $ 17) die Be- 


*) Alle Funetionen der einfachen Schaar (7) haben hiernach dieselbe Bezeichnung 
I) 


DB 


zeichnung zu unnöthigen Weitläufigkeiten. 


e 2 
‚ und es würde daher correeter sein, (n) = y zu setzen; indessen führt diese Be- 
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zeichnung hat: 
SH 
a A h 
17% 
2. Satz. Ist U äquivalent mit WM und mit WM’, so ist auch W mit 


A” äquivalent; denn aus 


_ U. _W 
= 17-7 
folgt: 
n' I’ 
n" u. Ay . 


3. Definition und Satz. Alle mit einem gegebenen Polygon A äqui- 
valenten Polygone W, A’, ... bilden eine Polygonclasse A. Nach 2. kommt 
dann jedes beliebige Polygon in einer und zur in einer Classe vor; denn 
sind 4, B zwei äquivalente Polygone, welche zu den Classen A, P führen, 
so ist nach 2. jedes Polygon der Ulasse 5 zugleich in A enthalten und 
umgekehrt, und daher sind beide Classen identisch, 

Alle Polygone einer Classe haben dieselbe Ordnung, welche die 
Ordnung der Classe genannt werden soll. 

4. Es können aber Polygone existiren, welche mit keinem andern 
äquivalent sind, und deren jedes daher für sich eine Classe bildet. Solche 
Polygone mögen isolirte genannt sein. 

9. Ist M ein beliebiges Polygon, und A äquivalent mit W, so ist 
auch MA äquivalent mit WW; aber auch umgekehrt folgt aus der Aequi- 
valenz von MA mit MW die Aequivalenz von Y mit W. 

6. Ist A mit W, B mit B’ äquivalent, so ist auch AB mit WB 
äquivalent. Die Classe C, welcher das Produet AB angehört, umfasst daher 
die sämmtlichen Producte je zweier Polygone der Ulassen A, B von A und 
B (aber ausserdem unter Umständen noch unendlich viele andere Polygone) 
und soll als das Product der beiden Classen A, B bezeichnet sein: 

= AB=BA. 
Die Definition des Produets von mehreren Classen und die Gültigkeit des 
Fundamentalsatzes der Multiplication ergiebt sich hieraus von selbst. 
7. Sind A, B, D drei Ulassen, welche der Bedingung 
DA = DB 





genügen, so folgt A=B; denn sind V, B, D drei Polygone der CUlassen 
A, B, D, so folgt aus der Voraussetzung, dass DB mit DU, und folglich 
DB mit W äquivalent ist. 
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8. Geht ein Polygon X der Classe A in einem Polygon & der Classe 
C auf, so gilt dasselbe von jedem Polygon W der Classe A; denn aus 
C=ADB folgt nach 5., dass "= WB in C enthalten ist, und wir können 
also, obschon nicht umgekehrt jedes Polygon der Classe C durch ein Polygon 
der Classe A theilbar zu sein braucht, sagen, die Classe C sei durch die 
Classe A theilbar. Ist B’ irgend ein Polygon der Classe B von 8, so ist 
auch €" = WB’ in C enthalten und folglich 

C= AB. 


Ist also € durch A theilbar, so giebt es eine und (nach 7.) nur eine Ulasse 


B, welche der Bedingung 
C= AB 


genügt. 


$ 19. 
Die Polygonschaaren. 

1. Sind U, A, ... U, bestimmte, und zwar äquivalente Polygone, 
und A ein beliebiges Polygon derselben Ulasse A, so existiren s Func- 
tionen in 42 

A, A, N, 
M=g De TE ... Er 
Setzt man, wie in $ 15, 5. für einen beliebigen Punkt % 
m m+1 
mn = ae" +", 
m m+1 
m = eo" +ne"", 
a ur m m-+1 
N Bi > e, 0 + O,; 0 b) 
worin o in B 0' ist, &, &, ... e, Uonstanten, die nicht alle verschwinden, 
und 9,, 0, ... 0, m ® endliche Funetionen bedeuten, so folgt, dass jede 
Funetion 7 der Schaar (m, 72, ...7,), d.h. jede Function von der Form 
n = aNHTtToMmt"t6N, 
in $ eine Ordnungszahl hat, die nicht kleiner als m ist, und daraus nach 
$ 17, dass die Function n in die Form 
A’ 
au 
gesetzt werden kann, wo W gleichfalls in der Classe A enthalten ist. 
Wählt man für U ein beliebiges anderes Polygon ® der Classe A, 


nn = 


und setzt 








Pr, 
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UN 
= 





311 [ 
A, , 8 


“- N “> y 
iu a DE A Due 


3 
U v 
' 

\ 
Dw 
I} 


(33 


so wird auch 
ng un 7 = Co NtToRmt ‘+, N. j 
und folglich 


II’ 
A —— bi 
n = ® . 
Jedes durch den Nenner A und ein Constantensystem ©, &, ... ec, erzeugt: 


Polygon wird daher auch durch jeden andern derselben Classe angehörigen 
Nenner B erzeugt, und der Inbegriff der sämmtlichen Polygone MM, die de 
verschiedenen Werthen der Constanten ©, ©, ... ec, entsprechen, ist nu 
abhängig von den Polygonen W,, U, ».. U. Dieser Inbegriff soll dal 
eine Polygonschaar mit der Basis A,, U, ... X, genannt und mit 
Br +: 
bezeichnet werden. 
2. Haben die Polygone W,, U, ... U, einen grössten gemeinsehat 
lichen Theiler M, so ist derselbe nach 1. auch Theiler eines jeden Pol 
U’ der Schaar (WU, W, ... A,), und kann der Theiler der Schaar g: 
werden; aber es lässt sich in dieser Schaar ein Polygon W = „iN 
Art bestimmen, dass 3 relativ prim zu einem beliebig gegebenen Po) 
wird. Ist nämlich unter Beibehaltung der Bezeichnung von 1. ein Pın 
genau u-mal in M und v-mal in MX enthalten, so ist, wenn 
n = eo"”+00"" 
gesetzt wird, m niemals kleiner als u—v, und es ist m = u—v, wenn 
die Constanten e,, ©, ... e, so wählt, dass 
e = sea T9&+""+06, 


von Null verschieden ist. Der Punkt $ ist daher mindestens u-mal 
enthalten, und unter der letzteren Voraussetzung auch nicht öfter als « 


Da man nun die Constanten c,, ©, ... ce, immer so wählen kann, dass ı 
beliebige Anzahl von Ausdrücken der Form 


BE Me + sr 
in deren keinem die sämmtlichen Constanten e,, e,, ... verschwinden. 


Null verschiedene Werthe haben, so folgt die Richtigkeit der aufgestellt 
Behauptung. 
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3. Sind die Funetionen 7,, 7, ...n, in 1. linear abhängig oder unab- 
hängig, so gilt das Gleiche von den Funetionen 7}, 7%, »-. 7. Wir werden 
dem entsprechend auch die Polygone U, U, ... U, linear abhängig oder 
unabhängig und ihr System linear reductibel oder irreductibel nennen. 

Da nach $5,4. jede Funetionenschaar eine irreductible Basis be- 
sitzt, so folgt, dass auch jede Polygonschaar eine irreductible Basis hat. 
Ist s die Anzahl der Polygone einer solchen Basis, so heisst die Schaar 
eine s-fache, oder s die Dimension der Schaar. Irgend s Polygone einer 
solchen Schaar bilden eine irreductible Basis derselben oder nicht, je nach- 
dem sie linear unabhängig oder abhängig sind. (Vgl. $ 5, 4.). 

4. Sind die Polygone 4,, U, ... U, linear abhängig oder unabhängig, 
so sind, wenn M ein beliebiges Polygon bedeutet, auch MA, , MA;,... MA, 


linear abhängig oder unabhängig und umgekehrt. 


$ 20. 


Erniedrigeunge der Dimension der Schaar durch Theilbarkeitsbedinsungen. 


1. Es sei 
5 = (U, %, .-.. 4) 
eine s-fache Schaar vom Theiler M. Es wird nach der Mamnigfaltigkeit 
derjenigen Polygone W der Schaar S gefragt, welche einen beliebig gege- 
benen Punkt wenigstens einmal öfter enthalten als der Theiler M der Schaar. 
Ist der Punkt B «-mal in M und v-mal in einem beliebigen mit 
U, %, ... äquivalenten Polygon X enthalten, so ist, wenn wir wie in $ 19 


A, ' m m+1 
a +90", 
X um ns zn e, 0" + 0,0" 4 e 
A 
ER is m m-+1 
1 an: N; e, 0 + 0, 0 


setzen, m = u—v, und von den Constanten e,, &, ... e, Ist wenigstens eine, 
etwa e,, von Null verschieden. Die gesuchten Polygone 4 sind dann durch 
die Gleichung ceharakterisirt 
W202 
A =n =cnHt Gm+t'"+6n, 
worin die Uonstanten ©, €, ».. e, an die Bedingung gebunden sind 


Ge ta&+'+ce =(. 
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Hiernach können wir setzen 


' 
4 
a - en = C (es,m—en)+t''+ C,_-ı NT an N; ). 


Daraus aber ergiebt sich, wenn wir 


Un u e,Nı -—6j Nn;; 


4 


7 


\ 


e,Nn: —eoN,; 


' 


N,’ >= 6-17 6-ı7, 


setzen, dass die Funetionen 7’ eine (s—1)-fache Schaar (n,, 7, . .. 7,1) bilu 
denn die Functionen 7, 72, ... 7,_, sind linear unabhängig, wenn es. 
vorausgesetzt, die Functionen n,, 7, ... n, sind. Es bilden also auch 
Polygone W eine (s—1)-fache Schaar 
El, + UN), 
wenn 
A, 


A u e, u! N: 


gesetzt wird. Der Theiler dieser Schaar ist durch MB theilbar, wenn a 
nieht nothwendig damit identisch. 

2. Hieraus ergiebt sich sofort, dass die Polygone einer Schaar 5 
welche durch ein beliebiges r-Eck Rt theilbar sind, eine mindestens (s—r)-ta«] 
Schaar bilden. Denn nehmen wir an, es sei dies bereits für ein r-Eck 
bewiesen, so folgt die Richtigkeit der Behauptung für ein (r+1)-Eek 
unmittelbar aus 1, indem durch das Hinzutreten des Punktes ®, wenn I 
Theiler der durch % bereits redueirten Schaar enthalten ist, die Dimens 
nicht weiter geändert, sonst um 1 erniedrigt wird. 

Hieraus folgt als Specialfall, dass es in einer s-fachen Schaar imm: 
wenigstens ein Polygon giebt, welches durch ein gegebenes (s—1)-Kck 
theilbar ist. 

3. Man kann, wenn rs ist, das r-Eck R so wählen, dass (li: 
durch R theilbaren Polygone der Schaar S eine genau (s—r)-fache Schaaı 
bilden. Zu diesem Ende wähle man einen Punkt ®, welcher im Theil: 
von S nicht enthalten ist; die durch ® theilbaren Polygone in S bilden 
nach 1. eine (s—1)-fache Schaar S’; man wähle einen zweiten Punkt 
der nicht im Thheiler von S’ enthalten ist; die Polygone in S’, die durch ®P'. 
d.h. die Polygone in S, die durch BP’ theilbar sind, bilden eine (s—2)-fach. 
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Schaar, u. 8. f.; zugleich erhellt aus dieser Bildungsweise, dass man R zu 
einem beliebig gegebenen Polygon relativ prim annehmen kann. Istr=s, 
so wird hiernach in $ kein durch Rt theilbares Polygon existiren. 


$ 21. 


Die Dimensionen der Polygonclassen. 


l. Die Polygone einer Classe bilden eine Schaar von endlicher Di- 
mension, welche die Dimension der Classe heissen soll. 

Beweis. Wählt man in einer Classe A, deren Ordnung m sei, irgend 
s Polygone U, %, ... A, aus, so gehören alle Polygone der Schaar 
(U, U,,... U,) zugleich in die Classe A. Die Anzahl der linear unabhängigen 
Polygone, die in A enthalten sind, kann daher gewiss nicht grösser sein 
als m-+-1, weil man sonst (nach $ 20, 2.) in der Classe ein durch ein be- 
liebiges (m-+1)-Eck theilbares Polygon finden könnte, was widersinnig ist. 
Wenn daher s die Maximalzahl der linear unabhängigen Polygone Q,, 
A, ... U, der Classe A ist, so muss jedes Polygon dieser Classe in der 
Schaar (U, %, ... A,) enthalten sein, und s ist die Dimension der Classe. 
Das System der Polygone WU, Ur, ... U, soll eine Basis der Classe ge- 
nannt werden. 

Die isolirten Polygone bilden Classen von der Dimension 1. 

2. Giebt es in einer Classe C s und nicht mehr linear unabhängige, 
durch ein gegebenes Polygon U der Classe A theilbare Polygone 

=, =, :.: & =D, 
so ist © durch A theilbar, und es existiren in C auch ebenso viele linear 
unabhängige Polygone 
5-42 SGB, ...:. &=WB, 
welche durch ein beliebiges mit A äquivalentes Polygon W theilbar sind. 
($ 18,8; $ 19,4). Diese Zahl s hängt daher nur von den beiden Classen 
A, C ab und kann füglich mit (A, C) bezeichnet werden. Der Werth des 
Symbols (A, ©) ist gleich 0 zu setzen, wenn C nicht durch A theilbar ist. Die 
Dimension einer Classe A wird hiernach mit (0, A) bezeichnet, wo O die 
aus dem Nulleck DO bestehende Classe bedeutet. Ist (nach $ 18, 8.) 
C= AB, 


so folgt: 


(1) (A, O)=(A, Ab)=(0, B); 
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denn die Polygone B,, ®,, ... 3,, die sämmtlich in B enthalten sind, sind 
linear unabhängig, daher (0, B) gewiss nicht kleiner als s. Ist umgekehr 
DB ein beliebiges Polygon der Classe B, so ist AB in € enthalten, also 
auch in der Schaar (AB, AB, ... AB,), mithin B in der Schaaı 
Bi, DB, ... 2,) enthalten, d.h. (0,B)=s. 

Ist a die Ordnung der Classe A, so istnach $ 20, 2. (A, C) — (0, O)—a, 
und daraus folgt mittelst (1.) der allgemeine Satz 

(2) (0, BBZ(0, AB)—a. 

3. Haben die sämmmtlichen Basis-Polygone einer Classe A den 
grössten gemeinschaftlichen Theiler M, so ist dieser auch Theiler sämm! 
licher Polygone der Classe A. Ist M gleich dem Nulleck O, so heisst «di: 
Classe eine eigentliche, im entgegengesetzten Fall eine wneigentliche vom 
Theiler M. 

Unterdrückt man in sämmtlichen Polygonen einer uneigentlichen Ulasse 
A den Theiler W, so erhält man eine eigentliche Classe A’ von niedrigerer 
Ordnung, aber von derselben Dimension. Diese Beziehung von A zu A 
soll durch das Zeichen ausgedrückt sein 

A = MA. 

4. Der Theiler M einer uneigentlichen Classe A ist stets ein iso- 

lirtes Polygon. Ist nämlich 

A = MA, 
so kann man in der eigentlichen Classe A’ nach $ 19, 2. ein Polygon 
so wählen, dass es relativ prim zu M ist. Ist also M’ äquivalent mit M, 
so ist MA äquivalent mit MA’, also in A enthalten, mithin durch Dt theil- 
bar. Es ist also auch M durch M theilbar, und da M und W von glei- 
cher Ordnung sind, 

M = WM. 
Hiernach bildet das einzige Polygon WM eine Classe M, und die Bezeich- 
nung MA’ ist gleichbedeutend mit MA’ ($ 18, 6.). 


$ 22, 


Die Normalbasen von o. 


1. Wir betrachten im Folgenden das System o der ganzen Funec- 
tionen einer beliebigen Variablen z in 42 und zugleich das System o’ 


. 1 or . 
der ganzen Functionen © von 2 = = Aus der Definition der ganzen Func- 
33* 
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tionen erhellt sofort, dass die beiden Systeme o, o’ nur die Constanten mit 
einander gemein haben, dass dagegen jede Function durch Multiplication 
mit einer bestimmten positiven Potenz von 3’ in eine Function w’' verwan- 
delt werden kann. Ist 2” in o’ enthalten, so gilt das Gleiche auch von 


Ir-+1 


oz", wz”*’, ... In der Reihe der Functionen 
w ' w N 
w, 2 — 2% ww, "E = w, .. 


werden also von einem bestimmten Gliede &z” an alle folgenden Functionen 
in o’ enthalten sein, während alle vorangehenden nicht darin enthalten sind. 
Die kleinste Zahl r, für welche 3” w in o’ enthalten ist, soll der Exponent 
der Function ® in Bezug auf z3 genannt werden. Die Constanten, und nur 
diese, haben den Exponenten Null. Ist » von Null verschieden, und r sein 
Exponent, so ist r+1 der Exponent von (3—c)w; denn ist =3"w', so ist 


3 —C)W . 
K u = (1—-cez)w' in o’ enthalten, 
@-0)o 


— = z0—cw' nicht in o’ enthalten, 


in o’ enthalten ist. Daraus folgt all- 





da zwar cw', nicht aber zw’ = pr 
gemein: 

Ist x eine ganze rationale Function von z vom Grade s, und r der Ex- 
ponent von w, so ist (r+s) der Exponent von zw. 

2. Wir wählen nun ein Functionensystem 4,, A, ... 4, in o nach 
folgender Regel aus: 

Es sei A, eine von Null verschiedene Constante, z. B. 1; A, sei unter 
denjenigen Funetionen in o, welche nicht einer Constanten nach dem Modul 
03 congruent sind, eine von möglichst niedrigem Exponenten r, u. 8. f.; all- 
gemein sei A, unter denjenigen Funetionen in o, welche nicht congruent 
sind einer Funetion der Schaar (A,, A, ... 4,_,)(mod.oz), eine von möglichst 
niedrigem Exponenten r. Da (0, 02)=N(z)=z" vom nen Grade ist, so 
giebt es in 0 » und nicht mehr nach dem Modul oz linear unabhängige 
Funetionen ($ 6), und daher kann die Reihe der Functionen A,, A, A, ... 
nicht mehr und nicht weniger als » Glieder enthalten. Es ist dann ($ 5) 


D = (A,, ha, .o.. 1.) (mod. D 3). 
Die Exponenten r,, r;, ... r, der Functionen A,, A,, ... 4, genügen der Forderung 


n=0, 1Er zn Zr 
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Jede Function in o, deren Exponent <Tr,, ist nach dem Modul oz congruen! 
einer Funetion aus der (s—1)-fachen Schaar 


(4, “ A, D) ... a ı). 


Diese Functionen 4,, },, ... 4, bilden eine Basis von 0, wie sich aus folgende: 
Betrachtung ergiebt. 
Wäre es nicht der Fall, so könnte man ($ 3, 7.) eine lineare Funetion 

3—c und ein System nicht alle verschwindender Constanten a,., &, ... «a 
so bestimmen, dass 

Gt ht +ta,), = (3—c)w 
wäre. Ist unter den Constanten a die letzte nicht verschwindende «,, so 
ist auch 

ah takt tar, = (3—c)w, 


C)w 


und der Exponent von w ist sicher kleiner als r, (weil EIS zn p' em 


halten ist. Es ist also w, und mithin, da a, von O verschieden ist, auch 
), eongruent einer Function der Schaar (A,, 4, ... 4_,) (mod.oz). was 
gegen die Voraussetzung ist. 

Die Functionen A,, A, ... A, bilden daher eine Basis von 0, und 
diese soll Normalbasis genannt werden. Die charakteristischen Eigenschaften 
der Normalbasis sind: 

I. Die Funetionen 4,, 4,, ... 4, sind linear unabhängig nach «dem 
Modul oz. 

II. Jede Function in o, deren Exponent kleiner ist als der Exponen 
r, von 4,, ist in der Form enthalten 


GhtGht+C_,4-ı +3W,, 


worin €, &, ... C,_, ÜConstanten, w, eine Function in o. 
3. Die in vo’ enthaltenen Functionen 
3 2 


en © 3 al __ 
i, = zrı ) A, = zrı ? De b — 


bilden eine Normalbasis von v'. 
Ist nämlich »® eine durch z nicht theilbare Function in o vom Fix 


. . W . 5 ! » 
ponenten r, so ist der Exponent von w = in Bezug auf 3’ ebenfalls r; 


Ey 


. w' e w' 0. . 
denn es ist zwar —- = w, aber nicht „a =, In o enthalten. Da die 


Me 4] 


Functionen A,, A,, ... 4, alle durch z nicht theilbar sind, so sind hiernacl 





TEE ET 


EEE TRETUEN 
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die Exponenten von 4, A, ... 4, in Bezug auf 3’ resp. rı, Tr, ... r„. Dies 
vorausgeschickt beweisen wir, dass das Functionensystem A,, A, ... 4, die 
Eigenschaften I., II. besitzt, wenn dort o, z durch o’, 3’ ersetzt werden. 

Wäre die Bedingung I. nicht erfüllt, so liessen sich die Constanten 
4, @ı, ... a,, deren letzte nicht verschwindet, so bestimmen, dass 


aht+ah+ ta, vun zw, 
also auch (durch Multiplication mit 3°) 
3°" +4: we „ht ++aA,=w, 
worin 
ri; 
u=32' w, 
also eine Function in 0, deren Exponent kleiner als r, wäre. Dies ist 


aber, da a, von Null verschieden, wegen der Voraussetzung über die 4 un- 
möglich, und folglich die Bedingung I. erfüllt; daraus folgt: 


v0 = (A, 4, ... 4) (mod.o'z'). 


Wäre die Bedingung II. nicht erfüllt, und A’ eine Function in o’, deren 
Exponent r<Zr,, die nicht in der Form enthalten ist 


a, hı + 4; h, + +4a,_ı hu + 3’ w', 
so könnte man es so wählen, dass 
" = htm h+-+a,i,+3W 


mit constanten Coefficienten, deren letzter a, nicht verschwindet. Es ist 
hiernach auch r, Zr, >r. 


' 


Demnach ist = 3” '#' eine Funetion in o, und es ergiebt sich durch 


Multiplication mit 3° 
zı = 3° h+a3 nt ta,a, tz” w. 


Es ist daher = z” 'w' eine Function in o, deren Exponent (nach 1.) 
— r,—1, und welche der Congruenz genügt 
vo = uk +@%%,+.-+a,i, (mod.oz), 

worin a,= —a, von Null verschieden ist. Hiernach müsste aber wegen der 
Figenschaft II. der Funetionen A der Exponent von Zr, sein, woraus 
der Widerspruch erhellt. 

Hiermit ist nachgewiesen, dass das Functionensystem A,, Ay, ... A, 
eine Normalbasis von o’ bildet. 
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4. Wir bilden nun die Diseriminante von 2 in Bezug auf die Va- 
riable z und 3’ mit Hülfe der beiden Normalbasen 4, 4; es ist: 
4,82) = const.AiA,, Ar, ».. 4.) 
I.(2) = const.I(h,, hr, ... A). 
Setzt man aber für 4 die Ausdrücke z’‘A,, so folgt aus dem Satze $ 2, (13.) 
4,2) = const. str tr) 4,02). 
Ist 4,(42) vom Grade d, so besitzt 4,(42) die Wurzel #=0 (2(r, +n.++r,)—0)- 
mal, und daraus ergiebt sich nach $ 16, 2. die Verzweigungszahl 
w, = 2(rn tr+'--+r,). 
welche hiernach stets eine gerade Zahl ist. 


$ 23. 


Die Differentialquotienten. 


1. Da eine jede von Null verschiedene Function des Körpers 42 
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten den Werth Null hat, so folgt. 
dass eine Function in 2, von der sich unendlich viele Nullpunkte nach- 
weisen lassen, nothwendig identisch Null ist, oder dass zwei Functionen in 
2, welche in unendlich vielen Punkten denselben Werth haben, identisch 
sein müssen, 

2. Sind «, A irgend zwei Variable des Körpers (2, so existirt in 
f2 eine mit (53) zu bezeichnende Function, welche in unendlich vielen 


Punkten % der Bedingung genügt: 
da a— a, 
(- ß ) ( BR, ); 
welche der Differentialquotient von « nach $ genannt wird. Ist nämlich 
F(«, f)=0 die zwischen «, 5 bestehende irreduetible Gleichung, so ist, 
wenn wir zunächst diejenigen (in endlicher Zahl vorhandenen) Punkte aus- 
schliessen, in welchen «, oder A, = x oder F'(«,) =0 oder F'(P,) = 0 ist, 
0=F(a, P)= F(a,, Pu) + (a — a,) Fa) +(B— Ps) F (Po) 
+4 (0-0)? P"(ao, &)+2 (aa) (BB) "a, B)+ BB F" Bu B)l+ > 
ß; 


a, 


i - _ 
Von den beiden Quotienten Ga (£ — 


ist es der erstere, so ziehen wir aus der letzten Gleichung die folgende: 


) ist gewiss der eine endlich: 
0 
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0 un 3 E -F\ @)-+F'(P,) 


+(P-Pv)4 ( = 3 ) F'(a,, 0)+2(5= Pi )F'(o,. Bu)+F" (Bu, Bo) = 
woraus für den Punkt % folgt: 


(u). A) _ (FB ). 
B— Br to F'(«,) F'(a) 

a GG —a . er äh MD j . 8—Pß 
Wäre ( ee unendlich, so würden wir ebenso in Bezug auf —— E 


schliessen. 


Es hat also 
da _ F®) 
N 7 0) 
die verlangte Eigenschaft. Dies bleibt auch noch richtig, wenn von den 
beiden Funetionen «, eine constant ist; denn ist z. B. « constant, so ist 
F(«, ß) = «—e, von P unabhängig, also F’(e)=1, F'(P) = 0 
3. Aus Vorstehendem folgt, dass, falls 5 nicht constant ist, abge- 
sehen von einer endlichen Anzahl von Punkten BE ein endlicher 


—Pß, 0 


Werth ist. Ist daher 7 eine dritte Variable in 2, so ist in unendlich 


vielen Punkten 
2 H = (-Z —=.) (3 u /" 
ge Yo 0 P— a 0 


2 Due 
Hiernach und nach 1. ist aber die Identität erfüllt: 
| d * 
(2.) 48) er al 3) ) 


4. In Folge dieses letzten Satzes können wir jeder der Funetionen 
a, Px Y, ... des Körpers 2 eine Function d«, dP, dy, ... (Differential) in 





also auch 


*) Man kann auch den Differentialquotienten durch die Gleichung 
dm .F(8 
= - 
definiren und durch algebraische Division zum Beweis des Satzes 


ana 


gelangen. 
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der Weise zuordnen, dass allgemein 

“ 2) 

d# ds 
wird. Die Differentiale der Constanten, und nur diese sind Null zu setzen: 
die übrigen sind völlig bestimmt, sobald eines derselben willkürlich ange- 
nommen ist. Besteht zwischen den Variablen «, ß, %, ... eine rationale 
Gleichung 

ru MY...) = 0, 
so folgt aus derselben 
(3.) F (a)da+F(P)dP+Fi(y)dy+-- = 0; 
denn auf dieselbe Weise wie in 2. schliesst man, dass diese Gleichung für 
unendlich viele Punkte befriedigt ist. 
Unmittelbare Folgen des letzten Satzes sind die bekannten Regeln 

für die Differentiation von Summen, Differenzen, Produeten und Quotienten: 


(4) d(a+P) = da+dp, 
(9.) d(aP) = adP-+Pde, 


(6.) a7) Beni 


5. Ist » eine ganze Function von z, so wird im Allgemeinen 


de 
dz 
keine ganze Function von z sein. Es ist aber aus dem Ausdruck ($ 3, 7.) 


v.= WW FT W+''+7,W 


n n 


ersichtlich, da die Differentialquotienten der ganzen rationalen Functionen 
%ı, Ir, ... =, Wieder ganze rationale Functionen sind, dass die Unterideale 


= u R i du . . „ 
der sämmtlichen Funetionen —- in einem bestimmten Ideal aufgehen müssen, 


nämlich in dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen der Unterideale von 
= = RR =>. Es soll untersucht werden, welches dies Ideal ist. 
Zu dem Ende sei 3—c eine beliebige lineare Function von z und 

0(35—c) = P’yı 9? ..., 


worin die Primideale p, p,. P,. ... von einander verschieden sind. Es sei 

nun & dieselbe Function wie in $ 11, 2., d.h. eine ganze Function von 3. 

welche in den durch die Primideale p, p,, p,, ... erzeugten Punkten %. 

PB, Wa, ... lauter verschiedene Werthe hat und jeden derselben nur ein- 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 34 
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fach; dann lässt sich ® in der Form darstellen 
“n—1 
= ytyst tn, 


worin die rationalen Funetionen %,, %ı, --- %._, von 3 zwar gebrochen sein 
können, aber den Factor 3—c gewiss nicht im Nenner enthalten. Daraus 


: dw . zu 
folgt, dass das Unterideal von e durch keine höheren Potenzen der Ideale 
dd 
D, PD, Pr, ... theilbar sein kann, als das Unterideal von . Ist aber 
fi 6 3) = 0 


die zwischen & und 3 bestehende irreductible Gleichung, so ist nach $ 11, 2. 


Vals ZT u 


und m relativ prim zu P, P,, Pa, ... Da aber 


d& _ _f@ 

ds f(&) 
; . a dd ce dw s 
ist, so kann das Unterideal von ars und mithin auch das von 2 keinen 


der Factoren p, p,, Pa, ... öfter als (e—1), (a4 —1), (&—1),.... mal enthalten. 
Da nun z—ec jede beliebige lineare Function sein kann, so folgt, dass 


de A . ' u 
kein anderes Unterideal haben kann, als ein solches, welches in dem 


dz 
Verzweieunesideal 3 = //p’-' ($ 11) aufgeht. Es ist also, wenn a ein 
ats Ö 5 > ) 
Ideal bedeutet: 
dw i 
, — (. 
0 dz 
also nach $ 11, (7.) 
Mn ii 
de . 
N ' Bi =, ü 
woraus hervorgeht, dass die Funetionen —_ sämmtlich dem zu o comple- 


mentären Modul e angehören. 

6. Ist die irreduetible Gleichung F(w, 3) = 0 zwischen ® und z 
vom „ten Grade in Bezug auf w, also 1, w, w', ... w"' eine Basis von 2, 
so ist nach $ 11, (10.) 


oF(w) = zf, 


und daher muss wegen 


do F«) 
“ F(w) 
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oF’(z) durch das Ideal £ theilbar sein, 
oF(z) = fa, 
f kann man daher das /deal der Doppelpunkte in Bezug auf w, z nennen. 
7. Ist ein Punkt, in welchem 3—c unendlich klein in der ersten 
Ordnung ist (also kein Verzweigungspunkt in z), so sind nach 5. die Func- 


. do . . r : . ‚ A 
tionen —— in ® alle endlich. Ist also 7 irgend eine Function in £2, welche 


in B endlich ist, so kann man diese als Quotienten zweier ganzen Functionen 
[24 


ß 


dn . ' 
auch - Fu in B endlich. 


8. Es seien jetzt «, ? irgend zwei Variable in (2; es soll das Ver- 


darstellen, von denen 5 in $ nicht verschwindet, und daher ist nach (6.) 


halten von r in irgend einem Punkt ® untersucht werden. 

Man wähle eine Variable z in (2, welche in ® unendlich klein in 
der ersten Ordnung ist. Hat « in ® einen endlichen Werth «,, so kann 
man nach $ 15, 1., 2. eine positive ganze Zahl r und eine in B endliche 
und von Null verschiedene Function «' so bestimmen, dass 

a = +30 
wird. Dies gilt auch noch, wenn « in PB unendlich ist; nur ist dann r 
eine negative ganze Zahl, und «, ist durch eine beliebige endliche Constante, 
z. B. 0 zu ersetzen. Ebenso kann man 

P == Pot z’P 
setzen; r und s sind dann die Ordnungszahlen von @—«,, 3—/ß, im Punkte 
P, die sowohl positiv als negativ, aber nicht 0 sein können. Aus (2.) er- 


giebt sich dann: 


' 


da 
ds 


2, .dR 
+3, 


ra@'-+3- 


vs 


da _ 
Bulle 


oder 
da' 


P--P, da di a'dz 


a—a, dA W: + 


Bezeichnet man nun wieder durch den Index O0 den Werth einer Funetion 


im Punkte ®, so ist, da 
da’ dß' 
(3: ); (7 ), 


34* 
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nach 7. endlich sind, 


(7.) (2 — fi, > 


a—a, 
also endlich und von Null verschieden. Hieraus ergiebt sich, dass die 


Ordnungszahl des Differentialquotienten Fr gleich ist der Differenz der Ord- 


nungszahlen von «— a, und P—P,. Istr=Zs, so ist 7 8 e) und mithin 


l h 0 | 
er Null oder unendlich. Ist dagegen r=s, so sind beide Werthe endlich 


und von 0 verschieden, und wir haben daher in allen Fällen 


auch 
(8.) = ß, 2) = (23)° 


Hierin sind a,, A, die Werthe von «, 5 in ®, wenn diese Werthe endlich 
sind, sonst beliebige Constanten, z. B. 0. 

9. Sind a, b die Ordnungszahlen von e—a,, P—P, in ®, so kommt, 
falls a, b positiv sind, der Punkt P (a—1)-mal resp. (b—1)-mal in den Ver- 
zweigungspolygonen 3, Sg in a, $ vor. Ist aber a negativ, so enthält 
3. den Punkt BP (-a—1)-mal, und Entsprechendes gilt, wenn b negativ 
ist ($ 16, 1.). Bezeichnet man also mit WU, ® die Unterecke von «, ß, 
erhält man, weil die Ordnungszahl von m (wie eben bewiesen) immer 
gleich a—b ist, für diese Funetion folgenden Ausdruck als Polygon- 


quotienten 
de 2,8? 
( MR A 
( J,) d8 er 33 A? 
S 24. 


Das Geschlecht des Körpers 2. 


1. Bezeichnet man mit w,, w, die Verzweigungszahlen, mit n,, ; 
die Ordnungen der Variablen «, ?, so folgt aus der Formel (9.) des vorigen $, 


FE da ” i 
da Zähler und Nenner von 18 gleichviel Punkte enthalten müssen, die 
di 
wichtige Relation 
w„-2n, = W—2n;; 
wenn man also 


(1) p= 4w-—n+l 
setzt, welches nach $ 22, 4. eine ganze Zahl ist, so ist diese von der Wahl 
der Variablen unabhängig und eine für den Körper 2 charakteristische Zahl, 
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welche das Geschlecht des Körpers (2 genannt wird. Dass diese Zahl nie- 
mals negativ ist, ergiebt sich, wenn man für 4w den Werth r,+n-+:-+r 
aus $ 22 einsetzt. Man erhält dann 

2) p= (n-D+r-D+-+n—D, 


was, da r,, 73, ... r,—1 sind, nicht negativ werden kann. 


ni 


2. Es seien @, $ zwei Funetionen in £2 von den Ordnungen m, n 


2) 


von der Beschaffenheit, dass alle Funetionen in (2 rational durch «, / dar- 
stellbar sind. Es ist dann 
F(a, P)=a,a" +a,ce"" +." +a,,a-+a, 
un b,P”"+b,P" "+4 bu +b„ = 0 
die zwischen «&, 5 bestehende irreduetible Gleichung, worin a,, a. ... a, 


ganze rationale Functionen von ?, ebenso b,, bi, ... b„ ganze rationale 
Funetionen von « sind. 
Es sei ferner 
A B 
em —.., B=— 
Bu - 
und U, relativ prim zu 4, 3, zu B, so dass U, A, von der Ordnung m, 


DB, 3, von der Ordnung » sind. Nun ist 
F(a) = na,ao”"+(n—- 1)ae" "+... ta, ,. 
aF(eo) = -— ae" — 2a" — .—na,, 


woraus hervorgeht, dass 


Ale 
Pie) = 
\ TER 
und ebenso 
Q 
DIN u 
(P) Ar Bm: 


sein muss. Es ist nun nachzuweisen, dass das Polygon X durch 3;, & 
durch 3. theilbar ist. 

Für 8 ist dies leicht einzusehen unter der Voraussetzung, dass in 
sämmtlichen Punkten von 3; die Funetion 5% einen endlichen, und a, einen 
von Null verschiedenen Werth hat; denn es ist 


a —= A,0 


eine ganze Function von ?, und wenn man 


f(«) = a”""F(e, P) 
setzt, so ist 


f(«) = "Fe. 
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Da nun nach $ 11, 5. o,f'(«’) durch das von 3, erzeugte Verzweigungsideal 
in  theilbar ist, so folgt hieraus die Richtigkeit der Behauptung. Analoges 
gilt für F’(P). 
Macht man nun für «, ß beliebige lineare Substitutionen: 
c+da' c'+d'ß' 
uni a+ba' Pe tb 

(a+ba\(d—be) = ad—bec, 

(«+b’ PN) —-b’P) = Wd—bic, 
so ist nach $ 16, 2. 

md; md 


und die zwischen «', 3’ bestehende irreduetible Gleichung lautet: 
F,(«', P) = (a+ ba’) (a +b’P)" Flo, PB) = 0. 


Es lassen sich aber unter allen Umständen die Constanten a, b, c, d; 
', d so wählen, dass die oben angegebenen Voraussetzungen sowohl 
für « als für ?’ erfüllt sind. 

Denn setzt man die Coefficienten a,, b, von «'", B'" in F,(«', ß') in 
die Form 


a,b,c 


ad'-b'’c 


a,= (a’+b'P")"(a,d" +a,d"" b+--+a,b") = Tg) (ad +a,d"" b-++a,b"), 


b,= (a -+b «')" (b,d’”+b,d'""b'+.-+b,6'") = ( ae) (b,d’"+b,d’""b'-+-- +55"), 
so erkennt man leicht, dass nur für eine endliche Anzahl von Werthen der 
Verhältnisse d:b, d’:b’ die Functionen a,, d’—b’'ß in einem Punkt von 3,, 
b,, d—ba in einem Punkt von 3, verschwinden können. 

Setzen wir nun 


' A, ' dB, 
=: Peg 
so folgt ($19, 1.) 
N I 
d—ba= 35, a+ba - 


also: | 

AU = AA 
Ist aber, wie angenommen, b von Null verschieden, so ist W, relativ prim 
zu W, weil in einem Punkt von W die Ordnungszahl von d—b« dieselbe 
ist, wie die von « ($ 15, 5.) und folglich 


=-U, WU 
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also: 
. A 
a+be =; 
und ebenso: 
a’ + b'’P' — 2 


Nun ist aber, da F(«e, P) = ist: 
F,(@') = (ad—be) (a+ ba)" («+ b’P'” F'(e), 


und wenn also, wie vorausgesetzt: 


n N 
F, (a ) = SZ Bm ) 
so folgt 
’ N 33 
F (@) au Jr Er 


und in gleicher Weise 


Na 
F (P) — Pe ’ 


Dass das im Zähler dieser beiden Ausdrücke auftretende Polygon Rt in beiden 
Ausdrücken dasselbe sein muss, ergiebt sich aus 


da Fd) _ DB’3e 
8 Fl) Wis 


Nun ist die Ordnung des Polygons A" 9” 
m(n—2)+mn = 2m(n—1), 


also die Ordnung von N 
2r = 2m(n—1)— w; 


stets eine gerade Zahl, und daraus ergiebt sich 
(3.) =4w,—n+1=(n-—1)(m—1) —r. 


Das Polygon R wird das Polygon der Doppelpunkte in («,/?) genannt. 


$ 25. 


Die Differentiale in 2. 


Sind z, 3, irgend zwei Variable in 42 von den Ordnungen », », und 


den Verzweigungszahlen w, w,, ferner 3, 3, die Verzweigungspolygone. 
U, U, die Unterecke von z, z,, so ist ($ 23) 


de 3% 
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Jede Function ® in 2 lässt sich in die Form setzen 


u’A 
\ = 
(2 38° 
worin U, 3 Polygone bedeuten, deren Ordnungen a, b der Bedingung genügen 
Z2n+ta = w+b 


oder ($ 24) 
3.) a= b+2p-2. 


Wenn man nun eine Function w, durch die Gleichung erklärt 
wds = w,dz,, 

so erhält nach (1.) w, die Bezeichnung 

wa 

38 

Wir nennen in der Folge solche Ausdrücke, wie 


ı = 


wds = w,daz, 


Differentiale in 42, und bezeichnen dieselben in symbolischer Weise durch 
ein Zeichen wie d®@. Ein solches Differential ist hierdurch invariant, d.h. 
unabhängig von der Wahl der Veränderlichen z erklärt und ist durch die 
beiden Polygone 4, B vollständig bestimmt. 

Wir können ohne Gefahr eines Missverständnisses die symbolische 
Bezeichnung 


A 
also beispielsweise auch 
dz = . 


anwenden. Diese Bezeichnung eines Differentials durch einen Polygon- 
quotienten unterscheidet sich von der ähnlichen Bezeichnung der Funetionen 
in (2 ($ 17) dadurch, dass bei letzterer Zähler und Nenner von gleicher 
Ordnung sind, während bei den Differentialen die Ordnung des Zählers die 
des Nenners um 2p — 2 übertrifft. Wie bei der Bezeichnung in $ 17, können 
auch hier gemeinschaftliche Theiler, welche A und ® etwa enthalten, unter- 
drückt werden. Sind A und ® relativ prim, so heisst A das Obereck, ® 
das Untereek des Differentials d@. 

Unter den hier aufgestellten allgemeinen Begriff des Differentials in 42 
fallen als specielle Fälle auch die in $ 23, 4. erklärten Differentiale der 
Funetionen des Körpers (2. Diese nennen wir eigentliche Differentiale, 
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während die anderen, welche nicht als Differentiale von in 2 existirenden 
Functionen dargestellt werden können, uneigentliche oder Abelsche Differentiale 
genannt werden. 

Funetionen von der Form (2.), die nach unserer jetzt getroffenen 


do 


dz 
quotienten nach z und unterscheiden gleichfalls zwischen eigentlichen und un- 


Festsetzung mit bezeichnet werden können, nennen wir Differential- 
eigentlichen Diftferentialquotienten, je nachdem d® ein eigentliches oder un- 
eigentliches Differential ist *). 

‘s entsteht nun die Aufgabe, den Umfang des Begriffs der Difte- 
rentiale festzustellen, d. h. alle Polygone U, B zu finden, welche Ober- und 
Untereck eines Differentials sein können. Wir schieken darüber die fol- 
genden allgemeinen Bemerkungen voraus: 


. . . . . ur A . 
Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass ein 


DB 
Differential sei, ist die, dass für eine beliebige Variable z 
ua 
. 
eine Function in 42 ist, also dass U’WU mit 3 äquivalent ist. Dies Ver- 
hältniss bleibt aber bestehen, wenn U, D selbst durch äquivalente Polygone 


. » . A . D » . 
WU, 3’ ersetzt werden. Halten wir 3 fest. und ist ein Differential. so 
> 


werden hiernach 

"ee 

DB’ m’ 
dann und nur dann Differentiale darstellen, wenn die Polygone U, W, U", 
alle derselben Classe A angehören. Bilden die Polygone WU, WU, W;. 
eine Basis von A, ist also 


A= (A, U,. U;,. 0a 


so bilden die zugehörigen Differentialquotienten in Bezug auf eine beliebige 
do do, da wr | 
Variable z, BR, un die Basis einer Funetionenschaar von end- 


licher Dimension, und dem entsprechend werden wir auch d®,, d®,, d®,..... 
die Basis einer Schaar von Differentialen 


(dö,, d@®,, dö,, ....) 


uro) 


*) Der Quotient irgend zweier eigentlichen oder uneigentlichen Differentiale 
dm 


hat stets die Bedeutung einer bestimmten Function in 2. Wir beschränken uns im 
Folgenden aber auf die Betrachtung solcher Quotienten, bei denen wenigstens der 
Nenner ein eigentliches Differential ist. 
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von derselben Dimension nennen. Dies besagt, dass jedes Differential d®, 
dessen Untereck ® oder ein Theiler von 8 ist, in der Form dargestellt 
werden kann 

do = c,d®,+c,d®,+0d@, ++ 


mit constanten (Coeffieienten &,, &, &, ..». 


$ 26. 
Die Differentiale erster Gattung. 

Wir betrachten zunächst die einfachsten unter den Differentialen in 
“2, nämlich die, deren Untereck das Nulleck OÖ ist. Solche Differentiale 
(deren Existenz freilich erst noch nachzuweisen ist) heissen Differentiale 
erster Gattung. Das Obereck W eines solchen Differentials dw, dessen Ord- 
nung 2p—2 ist, wird als das Grundpolygon von dw bezeichnet und heisst 
ein vollständiges Polygon erster Gattung, während jeder Theiler eines solchen 
ein Polygon erster Gattung schlechtweg genannt wird. Ist W= AB, so 
heissen U, 3 Ergänzungspolygone von einander. Ein Polygon, welches 
nicht T’'heiler eines vollständigen Polygons erster Gattung ist, also ins Be- 
sondere jedes Polygon von mehr als 25—2 Punkten heisst ein Polygon 
zweiter Gattung. 

l. Nach dem oben Bemerkten bilden alle vollständigen Polygone erster 
Gattung eine Polygonelasse W, deren Dimension zu bestimmen ist; ergiebt 
sich «diese Dimension > 0, so ist damit zugleich die Existenz der Polygone 
erster Gattung nachgewiesen. Diese Dimension ist aber dieselbe wie die 
Dimension der Schaar der Differentiale erster Gattung oder auch, für eine 
beliebige Variable z, der Schaar der Differentialquotienten erster Gattung, 
wenn wir als Differentialquotienten erster Gattung nach z die Functionen 


—- dw 
de 
bezeichnen. Eine solehe Funetion « hat nach $ 25, (2.) den Ausdruck 
uU’ 
u—m ——, 
\) 


und man erkennt leicht aus der Betrachtung der Ordnungszahlen in den 
verschiedenen Punkten, dass ein solcher Differentialquotient erster Gattung 
durch folgende beiden Eigenschaften vollkommen definirt ist: 

I. In jedem Punkt ®, in welchem z einen endlichen Werth z, hat, ist 


(u (2 _- 3,))o — (), 
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Il. In einem Punkt ®%, in welchem z unendlich ist, ist 
(zu), =. 
Bedeutet wie in $ 11, 4. 
r = (3 —-c)(2—c,)(2 — 6,)... 
das Produet sämmtlicher von einander verschiedenen Linearfaetoren der 
Diseriminante 7,(4£2), vr das Produet sämmtlicher von einander verschiedenen 





in r aufgehenden Primideale, so ist die Bedingung I. vollkommen gleich- 
bedeutend mit der, dass ra eine Function in r. oder dass v eine Funetion 


des zu o complementären Moduls e sein muss ($ 11, 4. (6.)). Um also die \ 
Gesammtheit der Functionen « zu erhalten, hat man unter den Funetionen 
in e diejenigen aufzusuchen, welche der Bedingung II. genügen. 

2. Zu diesem Zweck legen wir eine Normalbasis ).,, ,. ... 7, von 
o zu Grunde ($ 22) und bezeichnen die dazu complementäre Basis mit 
ty, My, ... 4,, So dass jede der Bedingung I. genügende Funetion. also 


auch jeder Differentialquotient erster Gattung, in der Form enthalten ist 
(1) a= ywmtypia+'-+Yy,Uu,, 


worin %ı, Y:, --- 9. ganze rationale Funetionen von z sind. Aus den Grund 


‘) 


eigenschaften der complementären Basis ergiebt sich aber ($ 10, 3. 


y,= S(ul,); y = S(uz- )- 


- 
By a) 


. ); . Ye . . 
Da nun —- in o’ enthalten, also für =» endlich ist, und »z na: 
28 


- 


in jedem solchen Punkt verschwindet, so folgt ($ 16, 5.). dass 
z=®x verschwinden muss, d. h. dass die ganze rationale Function 
Grad r,— 2 nicht übersteigen kann. 
Es muss daher, falls r, <2 ist, y, verschwinden, also ist unte 
Umständen ($ 22, 2.) 
yı=V; S(uw)=0 
(Abelsches Theorem für Differentiale erster Gattung) und, falls r 2: 


, 


- 


2.) 9, = ot42+02+4-"+0,_.3' 
Es ist noch zu zeigen, dass diese Bedingungen auch hinreichend sind. 
dass jede Function von der Form (1.), in welcher die y, den Ausdruck 
haben, der Forderung II. genügt, oder, was dasselbe ist, dass. wenn r 


. r—1 . . . . . 
ist, z° u, in allen Punkten, in welchen z unendlich wird, verschwinde: 


35* 
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Dies ergiebt sich sofort durch die Betrachtung des Systems o’ der ganzen 
unetionen von z = _ , für welches nach $ 22, 3. die Funetionen 


= 
A „| ) „| Fu 


) 2 
EEE, a 
a1 A „'n 
ie 


Ve 


eine Normalbasis bilden. Die hierzu complementäre Basis ist nach $ 10, 5. 


„ern mern, 2... Bus’, 
= und da (wegen der Eigenschaft I., auf 2, « angewandt) 


. ss=0 für 3 =, 
so folgt 
a u,=0 für z=© 
w. z. b. w. 
Da aber die Funetionen z’«, linear unabhängig sind (wegen der 
ationalen Unabhängigkeit der Functionen «,), so ergiebt sich hieraus nach 
24, (2.) der Hauptsatz: 
Die Schaar der Differentiale erster Gattung ist von der Dimension 
(r—-1)+ (3 —-D)+-+(n-l) =p 
demnach ist auch p die Dimension der Classe W der vollständigen Poly- 
1 erster Gattung. 
\ls Basis der Schaar der Differentialquotienten erster Gattung nach 2 
in die p Funetionen z"«, (kh — r,—2) wählen, und die Grundpolygone 
N, der zugehörigen Differentiale dw bilden eine Basis der Ulasse W. 
\Wegen einer späteren Anwendung soll hier noch eine besondere 
Ditferentialquotienten erster Gattung «' betrachtet werden, nämlich 
velehen die Bedingung II. ersetzt ist durch die dieselbe ein- 
edingung. 
edem Punkte PB, in welchem z unendlich ist, sei 
(#u)=(, 
ene positive ganze Zahl. 
en « lassen sich darstellen durch 
UHR 


4 -——. 
g = Z 
\) 
eine Schaar; desgleichen bilden die Polygone W eine 
nung 18t 


w—n(k+1l) = 2p—-2—n(k—]). 


iedoch von der Wahl der Variablen z nicht unab- 
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hängig. Die Dimension der Ulasse W’ lässt sich nach derselben Methode 
bestimmen, wie die der Classe W. Da nämlich die Bedingung ]. erfüllt 
ist, so sind die Funetionen « gleichfalls in der Form (1.) enthalten; jedoch 


Y. lo de \ 
r, k — S(u nn r.J 


für 3 = so verschwinden, und daher kann der Grad der ganzen rationalen 


muss jetzt 


7) 


Function y, die Zahl r,— k—1 nicht übersteigen. Es verschwindet also y 
identisch, sobald r, <%k+1; andernfalls ist 

6 R n # —k—1 

3.) = oatra3+ "+0,13 


Hat umgekehrt y, diese Form, so wird durch die Funetion 


u = u, 
der Bedingung Ill. genügt, denn es hat, wie in 2. bewiesen, 


k z k 1 r l 
3 \2 u.) = yd u. 


für 3=%x den Werth 0. 
Daraus ergiebt sich, dass die Dimension der Schaar der Funetionen 
« und folglich auch der Classe W' 


q 


— 2(r—k) 
ist, wobei jedoch in der Summe nur diejenigen Glieder beizubehalten sind. 
die einen positiven Werth haben. Sind alle r—k — 0, so existiren die ge 
suchten Funetionen überhaupt nicht. 


$ 27. 
Polygonclassen erster und zweiter Gattung. 

Ist A ein Polygon erster Gattung, so sind alle mit A äquivalenten 
Polygone gleichfalls von der ersten Gattung. Denn wenn Y und ®B Eı 
sänzungspolygone sind und 

AD = WU, 
so ist, wenn A, B die Classen von VA und DB sind: 

AB=W, 
und, wenn MW mit A äquivalent ist, auch WB =W äquivalent mit % 
($ 18, 5.). 


Wir nennen daher solche Classen, welche Polygone erster Gattung 


enthalten, Polygonclassen erster Gattung, die übrigen Polygonclassen zweiter 
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Ga sse W der vollständigen Polygone erster Gattung heisst 
zwei Ulassen A, B, die der Bedingung genügen 
AB=W, 
Krganzungsct 
[st 
a 
1% 


ine Funetion in (2, und W relativ prim zu V, also die Ulasse A von VA 


eine eigentliche, so nennen wir n eine Function erster oder zweiter Gattung, 

nachdem die Ulasse A von der ersten oder von der zweiten Gattung ist. 

Ist A eine beliebige Classe erster Gattung und q die Anzahl der 

von einander unabhängigen Polygone W, die durch irgend ein Polygon A 
der Classe A theilbar sind, so ist nach $ 21, 2. 
q=(A,W)=(0, B) 


d. h. gleich der Dimension der Ergänzungselasse 5 von A. Ebenso ist 


(B, W) gleich der Dimension der Ulasse A. Ist A eine Ulasse zweiter 


Gattung, so ist (A, W)=0. Da p die Dimension von W ist, so ist nach 
$S 20, 2., 3. jede Ulasse, deren Ordnung — p—1 ist, von der ersten Gattung, 


und es giebt ins Besondere Classen A von der Ordnung p—k der Art, dass 
(A, W)=(0, B)=k ist. Aus den gleichen Sätzen folgt, dass es Ulassen 
sjebt, welche von der zweiten Gattung sind. 


von der Ordnung p g 
$ 28. 
Der Riemann-Rochsche Satz für eigentliche Classen. 

Der Riemann-Rochsche Satz, der nach seiner gewöhnlichen Aus- 
drucksweise die Anzahl der willkürlichen Constanten kennen lehrt, welche 
eine Funetion enthält, die in einer gewissen Anzahl gegebener Punkte un- 
endlich wird, enthält nach unserer Darstellungsweise eine Beziehung zwischen 
der Dimension und der Ordnung einer Ulasse, resp. einer Ulasse und ihrer 
Ergänzungsclasse. Indem wir uns zunächst auf eigentliche Classen be- 
schränken, schicken wir der Ableitung dieser fundamentalen Relation die 
tolgenden Bemerkungen voraus. 

l. In einer eigentlichen Ulasse A kann man nach $ 19, 2. stets 
zwei zu einander relativ prime Polygone A, A’ auswählen (eines derselben 


kann in der Ulasse beliebig angenommen werden). Setzt man also 
W 
4 


e = 
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und, wenn A” ein beliebiges drittes Polygon der Classe A bedeutet: 


a w W 
a irn £ 
. > _ v y . 77 . . . 1 
so ist nach $ 17 w eine ganze Function von z, — eine ganze Function von 
Es ist daher ($ 22) der Exponent von ® — 1. 
Ist umgekehrt w eine ganze Function von 3, deren Exponent — | 
ist, so hat es die Form 
A" 
"ad 
wo WM’ ein Polygon der Ulasse A ist. Wenn nämlich 
PR; oo AU 
FON ZT UI 


und A, relativ prim zu A, angenommen wird, so kann zunächst, da » eine 
eanze Function von 3 sein soll, Y, keinen Punkt enthalten, der nicht auch 
in U enthalten wäre, Es kann aber auch WM, keinen Punkt öfter als 


si 


. ü) . . . * ( ’ 
enthalten. weil sonst i In einem solehen Punkt (der nieht in U vorkommen 
. . “ . | a. . 
kann) unendlich, also keine ganze Function von _ wäre. Daher ist 


= 


Mr 
theilbar durch A,. und » kann in die Form 7, gesetzt werden. 


N 

2. Um also die Gesammtheit der Polvgone der Ulasse A zu er- 
halten, haben wir nur diejenigen ganzen Functionen von z aufzusuchen. 
deren Exponent —- 1 ist. 

Ist » die Ordnung der Classe A, also auch die Ordnung der Variablen 
s, und bilden A,, A,, ... A, eine Normalbasis von o mit den Exponenten 
is Pay... 7, darunter r, der letzte, welcher — 1 ist, so kann jede Funetion 
o, deren Exponent — 1 ist, nach $ 22,2. in der Form dargestellt werden 

w= AutoA+:-+ci+2zw,. 


Da der Exponent von zw, aber nieht grösser als 1 sein kann, so muss 





eine Constante sein, und daher 


Ä 


= AAhteGht+eA+Cc,,2 


Umgekehrt genügt jede Funetion von dieser Form der gestellten Forderung. 
Es ist also s+1 die Dimension der Classe A, welche hiernach. in Ueber- 
einstimmung mit $ 21, 1., stets —r+1 ist. Die obere Grenze a+1 kann 
aber nur in dem Falle ay=0 erreicht werden und wird auch wirklich er- 
reicht, weil in diesem Falle r,, r;, ... r„=1 sind. Daraus ergiebt sich. 
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dass ein einzelner Punkt ‘%S nur, falls p = U ist, zu einer eigentlichen Ulasse 
gehören kann. 
3. Wenn von den Exponenten r,;1, "ja, ».. r„ einer grösser als 2 


ist, so ist sicher auch r, > 2, und es sind nach $ 26, 2., wenn 3 das Ver- 


“6, 


zweigungspolygon in 3 bedeutet, 


AR AR, AR 
u Was 2 b) ! { "7 ®, u >) 
a) \) \) 


Ditferentialquotienten erster Gattung nach z, also 
AB, = AR 
oder, da A, W relativ prim sind, 
B=-AB =-ARL, 
d. h. die Classe A ist von der ersten Gattung (z eine Variable erster 
(sattung). Machen wir daher zunächst die Annalıme, es sei A eine Ulasse 
zweiter Gattung, so folgt 
mei 2, = ... m=3 
und 
p=(n-D)+ + -D+lr,a-D++(n—-D=n-s. 
Die Dimension s+1 der Classe A ist daher 
(0, A) = n—p-+l1. 
4, Machen wir zweitens die Annahme, es sei A von der ersten 
Gattung und wie in $ 27 


q = (A, W), 
so existiren qg linear unabhängige, durch U theilbare vollständige Polygone 
erster Gattung, und die diesen entsprechenden Differentialquotienten erster 
Gattung nach z, deren es ebenfalls y und nicht mehr linear unabhängige 
giebt, haben den Ausdruck 


oo = 


AD 

- 

worin B ein Polygon von 2p—2—n Punkten bedeutet; die Classe B von B 

ist die Ergänzungsclasse von A, und daher ihre Dimension gleich q ($ 27). 
Diese Functionen v» haben aber die Eigenschaft, dass in den Eck- 

punkten von U, d.h. für 3= x nicht nur ze, sondern auch 


hu 
3 


verschwindet, und sind hierdurch und durch die Forderung, Differential- 


Ubi —— 











— 
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quotienten erster Gattung zu sein, völlig bestimmt. Denn ist 
AR ,_ "MW 


) ’ d Does ) 
\) ) 


+ 


so muss, wenn ze in allen Punkten von U verschwinden soll. 2% dureh 
A theilbar sein, da W relativ prim zu A vorausgesetzt ist. Es ist daher 
nach $ 26, 3: 


IT 


: (2) tlr2—2)++(r,- 
andererseits 

p = (ra -D+lr—-D+-+r,—) 
folglich: 

p-q=n—-s, s=n—p+q4. 
Hierin ist der Riemann-Rochsche Satz enthalten. dem wir, mit Rücksicht 
auf $ 27, für diesen Fall folgenden Ausdruck geben können: Sind A, B 
Ergänzungsclassen erster Gattung, von denen wenigstens die eine eine eigen! 
liche ist, und a, b ihre Ordnungen, also 
u b 4 3 
a+b=2p-2, 

so ist 


(0, A)-!a = (0, B)—ıb. 


D. Wir können, wenn wir den Fall (A. W) = 0 nieht ausschliessen. 
den Riemann-Rochschen Satz für beide Fälle dahin zusammenfassen: 


Ist A eine eigentliche Classe von der Ordnung n, so ist ihre Dimension 


(V, A) = n—p+ 1 (A, W\.. 
Da die Dimension einer eigentlichen Classe (wenn sie nicht aus dem einzigen 
Nulleck besteht) mindestens = 2 sein muss, so folet noch, wenn (A, W) = 0 ist, 
n p+1. 


und daraus der von Riemann herrührende Satz: 

Jede Function, deren Ordnung — p ist, ist eine Function erster Gattung. 

6. Es lässt sich mit Hülfe dieser Sätze leicht beweisen, dass die 
Hauptelasse W der vollständigen Polygone erster Gattung stets eine eigent- 
liche ist. 

Ist nämlich W der Theiler von W, so lässt sich nach $ 19, 2. in W 
ein Polygon AM der Art finden, dass A relativ prim zu DM ist. Die Ulasse A 
von WA ist eine eigentliche ($ 21, 3.), und zugleich ist AM das einzige 
durch U theilbare Polygon der Classe W (weil jedes Polygon in W den 
Theiler WM hat). Also ist 

(A, W) = 1. 
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Nun ist p die Dimension von W, also auch die von A, und mithin nach 
dem Riemann-Rochschen Satze die Ordnung von A gleich 2»—2, d. h. ebenso 
gross wie die von W. Mithin ist M=O. 


$ 29. 
Der Riemann-Rochsche Satz für uneigentliche Classen erster Gattung. 
Ist A eine Ulasse erster Gattung vom Theiler WM und 
A=- MA, 

so ist A’ eine eigentliche Classe erster Gattung. Es sei B die Ergänzungs- 
elasse von A; B’' die von A’; a, b die Ordnungen der Classen A, B; m 
die Ordnung von WM. Die gesammte Classe B erhält man, wenn man in 
sämmtliehen dureh M theilbaren Polygonen der Classe B’ den Factor M 


unterdrückt: denn ist 


AB-AMB=-W, 

so gehört MB in die Classe B’, und umgekehrt, wenn 
UB=-AMB-W 

ist, so gehört B in die Classe DB. 

Hieraus ergiebt sich aber nach $ 21, 2. 

(0, B) = (0, B')—m. 

Nun ist A’ eine eigentliche Classe von derselben Dimension wie A und von 

der Ordnung a—m, also ($ 28, 5.) 


0, AA=(0, A) = a—m—p+1-+(A', W), 


oder 
(0, A)=(0, B)—-m+a-p+l; 
daher 
(0, AA (0, B)+a—-p+1=(0, bB)+!(a—b), 
also 


(0, A)-4da-= (0, B)—4b. 


Da aber die Classen A, B mit einander vertauscht werden können, so folgt 
in gleicher Weise 

(0, B-}b (0, A)-ta, 
d.h. 


(0, AJ-la = (0, B)—!b, 
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wodurch der Riemann-Rochsche Satz in derselben Form wie in S 28,4. für 


Polygonclassen erster Gattung allgemein nachgewiesen ist”) 


Uneigentliche Classen zweiter G 


Es soll nun die Bedingung aufgesucht werden, unter der eine Poly- 
sonclasse zweiter Gattung A von der Ordnung » überhaupt eine uneigent 
liche sein kann, wobei sich die allgemeine Gültigkeit des Riemann-Rochschen 
Satzes von selbst ergeben wird. 

1. Jede Classe A kann stets durch Multiplieation mit einer andern 
Classe N von der Ordnung v in eine eigentliche Olasse AN verwandelt 
werden. Denn ist Y ein beliebiges Polygon in A, so wähle man eine Va- 
riable 3, welche in sämmtlichen Punkten von MW endlich bleibt ($ 15, 6.) 
Ist dann 7 eine beliebige Function des durch M erzeugten Ideals in z, so 
ist das Obereck von n durch U theilbar, also von der Form UN, und die 
Ulasse von AWX ist eine eigentliche. 

2. Die Dimension der eigentlichen Classe AN zweiter Gattung ist 
nach $ 28, 3. 

(0,AN) =n 


und hieraus folgt nach $ 21, 2. 
(0, A n—p-+ 1. 
Ist nun der T'heiler WM der Classe A von der Ordnung m, und 
A=- MA, 
so ist A’ eine eigentliche Ulasse von derselben Dimension wie A, und 
mithin ($ 28, 5.) 


FF pP e 


(0, AA)= (0, A) =n—m—p+1+(A, W), 
also 
(A, W) m, 
d.h. A’ muss gewiss von der ersten Gattung sein, wenn A eine uneigent- 
liche Ulasse ist. Ist also B’ die Ergänzungsclasse von A’, so ist auch 
(0, b’) — m. 


*) Nach der Ausdrucksweise von Christoffel (Ueber die canonische Form deı 
Riemannschen Integrale erster Gattung, Annali di Matematica pura ed applicata, 
Serie II, Tomo IX) ist 

(4A, W) tra-p= (0, b) re—p= (0, a)! 
der „Ueberschuss“, | 
(A, W)-1 = (0, B)—1 
der „Defect“ des Punktsystems A. 


36 * 
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Wäre aber (0, B) >m, so würde sich nach $ 20, 2. in 5’ ein durch W 
theilbares Polvgon MB finden lassen und es wäre 

AUMB-AB-M, 
also A von der ersten Gattung, gegen die Voraussetzung. Es ist also 

(A, W) = m 

und folglich | 

(0, A) = n—p-+l, 
worin wieder der Riemann-Rochsche Satz für diesen Fall, genau in der 
’orm von $ 28, 3. enthalten ist. 

3. Enthält die Classe A nur ein einziges isolirtes Polygon, so ist 
(0, AA=r—p+1=]1, mithin n=p, d.h. ein isolirtes Polygon zweiter 
(zattung hat stets die Ordnung p. Umgekehrt ist nach 2. jedes Polvgon 
zweiter Gattung von der Ordnung p ein isolirtes. 

4. Unter Beibehaltung der Bezeichnung von 2. ist (0, B') = m, und 
daher lässt sich nach dem oft angewandten Satze ($ 20, 2.) in B’ ein durch 
ein beliebiges (m— 1)-Eck theilbares Polygon finden. Setzt man also, indem 
man einen beliebigen Punkt B von N absondert, 

NM, 
so ist ein Polygon WB in 5b’ enthalten und also 

AMD = W. 
Das Polvgon UN! = U” und seine Classe A” sind daher von der ersten 
(attung, und A hat, wenn P die Classe von ® bedeutet, die Form 

A=PA. 
Zugleich muss (A’, W) = (0, B")=1 sein, d.h. die Ergänzungselasse B" 
von 4” enthält nur ein einziges isolirtes Polygon ®”, da sonst in B” ein 
dureh ® theilbares Polygon existiren würde, und also auch A gegen die 
Voraussetzung von der ersten Gattung wäre. 

5. Ist umgekehrt A” eine Classe erster Gattung, für welche (A”, W)=1, 
so dass die Ergänzungselasse B” von A” aus einem isolirten Polygon ®” 
besteht: ist ferner ® ein in B®” nicht aufgehender Punkt, und seine Classe 
P, so ist A= PA” eine wneigentliche Classe zweiter Gattung von der 
Ordnung r, in deren Theiler ® aufgeht. 


Dass A von der zweiten Gattung ist, ergiebt sich zunächst aus der 
Annahme, dass B in B” nieht aufgeht. Die Dimension von A ist daher nach 2. 
(0, A) = n—p+l, 
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wo n die Ordnung von A bedeutet: andererseits ist die Dimension der Classe 
A" nach $$ 28 und 29: 


(0, A) =n—p+(A", W)=n—-p+1; 
also sind A und A” von derselben Dimension. Sämmtliche Polygone de: 
Classe A’ gehen aber durch Multiplication mit B in Polvgone der Ulasse 
A über, und wegen der Gleichheit der Dimensionen wird hierdurch auch 
die letzte Classe vollständig erschöpft. Es enthalten daher sämmtliche 
Polygone der Classe A den Faetor %, der sonach auch im Theiler von 
A aufgeht. 

6. In dem besonderen Fall, wo das Geschlecht p des Körpers (2 
den Werth © hat, kommen Polygone und Classen erster Gattung überhaupt 
nicht vor. Es existiren also in diesem Falle auch keine uneigentlichen 
(lassen. Die Dimension einer jeden Classe ist um 1 grösser als ihre Ord- 
nung. Insbesondere gehört also auch jeder Punkt B zu einer eigentlichen 
lasse von der Dimension 2, und daher existiren in diesem Fall in (2 
Funetionen z, welche von der ersten Ordnung sind. Durch eine solche 
lässt sich jede andere Funetion des Körpers rational ausdrücken, denn die 
zwischen z und einer andern Variabeln des Körpers bestehende irreduetible 
Gleichung ist in Bezug auf letztere vom ersten Grad ($ 15, 7.). 


$ 31. 


Die Differentiale zweiter und dritter (Grattung. 


1. Ist jetzt nach der in $ 25 eingeführten Bezeiehnuı 


1g 
I 
D= -. 
do = 
nn _ 


ein beliebiges Differential in 2, also, wenn a, 5 die Ordnungen von U 
und DB sind, 

a = b+2p —2. 
und werden A, W® als relativ prim vorausgesetzt, so muss, wenn ll. 3 Unter- 
eck und Verzweigungspolygon für eine beliebige Variable z bedeuten. 
UA mit 33 äquivalent sein ($ 25). Bezeichnet man also mit U, Z, A, B 
die Classen der Polygone U, 3, U. 3, so muss 

UA = ZB 

sein. Andererseits ist aber, wenn W die Hauptelasse erster Gattung ist. 
UW= Z, 
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woraus sich die Relation 

A= BW 
ergiebt. Ist umgekehrt A ein beliebiges Polygon der Classe BW, so folgt 
daraus die Aequivalenz von UA mit 38, also die Existenz eines Diffe- 


A i 
ventials von der Bezeichnung 5 Daraus ergiebt sich, dass ® dann und 


nur dann Untereek eines Differentials d® sein kann, wenn in BW ein zu 
Ö relativ primes Polygon existirt, d.h. wenn der 'T'heiler der Classe BW 
relativ prim zu ® ist. Die Dimension der Classe BW giebt dann zugleich 
die Dimension der zum Untereek B gehörigen Schaar von Differentialen 
3). Die Sätze $ 50, 4., 5. ergeben daher, da (W,W) =1 ist, das 


do ($2: 
le Resultat. 


folgen« 

a) Besteht B aus einem einzigen Punkt (ist 5 = 1), so ist die Ulasse 
BW eine uneigentliche mit dem Theiler B:; also kann die Ordnung b des 
Unterecks eines Differentials d® nicht gleich Eins sein. 

b) Ist b = 2, so ist BW stets eine eigentliche Classe zweiter 
Gattung und daher ihre Dimension 

b+p-—1. 
Untereck eines Differentials kann also jedes beliebige Polygon von mehr als 
einem Punkt sein, und es existiren unter den zu einem Untereck von der Ord- 
nung b gehörigen Differentialen b+p-—1 linear unabhängige. 

2. Wir suchen jetzt unter der Voraussetzung, dass b — 2 ist, für 
die Classe A eine Basis der Art auf, dass jedes Element 4, dieser Basis 
ein Differential do, von möglichst einfacher Beschaffenheit liefert, nämlich 
ein solches, dessen Untereeck eine Potenz eines einzelnen Punktes oder das 
Produet aus nur zwei verschiedenen Punkten ist. 

Angenommen, es sei für die Classe BW eine solche Basis bereits 
gefunden 

ir u u er 
so bilden wir daraus, wenn P die Ulasse eines beliebigen Punktes ® be- 
deutet, eine ebensolche Basis für die Classe BPW von der Dimension b+p, 
nämlich 


2) BU; PU, Pl. 4. 


Die ersten b+p—1 dieser Polygone gehören wirklich der Classe BPW an 


und sind von einander unabhängig, weil es die Polygone (1.) sind; zugleich 
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sind die aus ihnen gebildeten Differentiale 
PU Q 
PB 3 


mit den aus (1.) gebildeten identisch. Es kommt also nur noch auf die 


do, = 


jildung von W an, wobei zwei Fälle zu unterscheiden sind. 

a) Geht B in B auf und ist B=- MP”, M nicht durch B theilbar. 
so ist P""'W eine eigentliche Classe (weil m+1 2, $ 30, 4.), in welcher 
folglich ein durch ® nicht theilbares Polygon N existirt; setzt man nun 
VSMN, so gehört WU der Classe BPW an und ist durch ®B nicht theilbar, 
folglich auch nicht in der Schaar (PA, PU, ... BU,,,_,), deren Theiler ® 
ist, enthalten; mithin sind die Polygone (2.) unabhängig von einander, und 
da ihre Anzahl b-+p ist, so bilden sie eine Basis der Classe BPW. Das 
aus U gebildete Differential 
W Al 
BB ag pm+ı 
hat die geforderte Form, da sein Untereck eine Potenz eines einzelnen 
Punktes ist. 

b) Geht ® nicht in ® auf, so wähle man ein für allemal einen in 
B aufgehenden Punkt %, und setze B=-MP, (gleichgültig ob M dureh 


do‘ — 


%, theilbar ist oder nicht). Man wähle sodann in der eigentlichen Classe 
PP,W ein durch ® und ®, nicht theilbares Polygon W, so gehört U = MN 
wieder in die Classe PBW, und da W nicht durch ® theilbar ist. so folgt 
wie oben, dass die Polygone (2.) eine Basis von BPW bilden. Zugleich ist 


” A N 
do — 


BB 4 TE’ 

also von der verlangten Form. 

Es bleibt noch übrig, den Anfang dieser Operation zu beschreiben. 
It 5b=0, also B=O, so ist 

BW=W= (8, %,... W,) 

(die Hauptelasse erster Gattung). 

Ist 5=2, so wähle man aus der eigentlichen Classe BW ein Polygon 
N, welches relativ prim zu B ist; dann ist 

BW = (BU, DW, ... BR, N. 

(zeht man von dieser Basis aus, um in der oben beschriebenen Weise eine 
Basis (1.) zu bestimmen, die dem beliebig gegebenen Polygon 


D.) un m, Br: Im, 
ag 1 2 3 ... 
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entspricht, und bestimmt die beiden Polygone 4,, B, aus der Bedingung 


10 A, U; 
uw. = = u. 
D d, 


so «lass sie keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so sind die Polygone 
”, die als Unterecke der Ditferentiale d®, auftreten, folgende: 

a) p-wmal tritt der Nenner DO auf, und die zugehörigen Differentiale 
do, sind die Differentiale erster Gattung. 

b) Je einmal treten die Unterecke ®, Pi. -.. Pi" (wenn m, — 2), 
, Bir RR u 

Die zu den Unterecken % gehörigen Ditferentiale d®, werden, wenn 
eine genauere Unterscheidung nöthig ist, mit dt ,_., bezeichnet und heissen 
Differentiale zweiter Gattung. 

c) Endlich treten die Producte B, P;. Pı B;.... (bei festgehaltenem $, 
je einmal auf. Die zugehörigen Differentiale do, werden mit da... x, be- 
zeiehnet und heissen Differentiale dritter Gattung. 

Jedes Differential d@, dessen Untereck B ist, kann in der Form 
dargestellt werden 

9) da = Sc,do, 

unit constanten Üoetficienten e,, welche die Normalform des Ditterentials d@ 
senannt wird. lat man jedes der einzelnen Diftferentiale d®, auf eine be- 
stimmte Art gewählt, so lässt sich die Normalform auch »ur auf eine einzige 
IV eise herstellen, was unmittelbar aus der linearen Unabhängigkeit der 

Ditterentiale d@, folgt. 
$ 32. 
Die Residuen. 


x 


I. Ist do ein beliebiges Differential in 22 und ® ein Punkt, der 
n-mal im Untereck DB desselben vorkommt (m —— 0), so wähle man eine 
\ariable z so, dass sie mn B x! wird. Es tässt sich dann (nach $ 15, 4.). 
und zwar nur auf eine Weise, setzen 


do m—? m—) | 
1. dx un An S + d.—3* - ze 


worin die a Uonstanten, 7 eine Funetion in £2, die in ® endlich ist. Der 


+423+9,+a_3"+n2”", 


Coettiecient —a_, von —z”' in diesem Ausdruck heisst das Residuum des 


Differentials d® in Bezug auf den Punkt %. Aus dieser Definition ergeben 


sich die folgenden Sätze: 
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2. Das Residuum in Bezug auf einen Punkt B kann nur dann von 
Null verschieden sein, wenn m >60, d.h. wenn der Punkt ® im Untereck 
von d®@ wirklich vorkommt, und ist daher für die Differentiale erster Gattung 
immer gleich 0. 

3. Das Residuum einer Summe von Differentialen ist gleich der 
Summe der Residuen der einzelnen Differentiale. 

4. Das Residuum eines eigentlichen Vitterentials ist stets gleich 0. 
Ist nämlich o eine Function in 2, und wenn die b Constanten, 0’ eine in 
1 endliche Funetion bedeuten, 

o= b„2”"+b,„_13" ++ +b,34+0', 

so ergiebt sich durch Differentiation dieses Ausdruckes nach z, da E 


in ® unendlich klein von mindestens zweiter Ordnung ist ($ 23, 10.), dass 


in dem Ausdruck für > ein Glied mit z°' gar nicht vorkommt, womit 
die Behauptung erwiesen ist. 

5. Das Residuum eines Differentials d® ist unabhängig von der 
Wahl der Veränderlichen 2. Ist nämlich z, eine zweite Veränderliche von 
derselben Beschaffenheit wie z, also, wenn a eonstant, T in ® endlich ist: 


(2) s= asH/, 
so ergiebt sich, wenn zur Abkürzung 
Am—? ge Ad, —; ge: r 
GG = - — - 00% Ad.,% 
m—1 + u: ° + 
gesetzt wird: 
do ds dz da _ h _ı da dz-! 
= — — u —+6_,3 —? 
dz, dz ds, ds dz, da, 


Nun ist, wenn , Z’ in endliche Functionen sind, wie sich nach $ 23 und 
$ 15, 4. leicht ergiebt: 
_ı ds Er Zug da! 200 


af m 
A — 


dz, 


>| 73 9 = 2ı kn 


dz, 
und daraus folgt nach 3.. 4. die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung *\. 

6b. Die Summe der Residuen eines jeden Differentials do in Bezug 
auf alle Punkte ‘ ist stets gleich Null. 


*) Man kann bei der Definition des Residuums auch eine Veränderliche r zu 
Grunde legen, die in P unendlich klein in der ersten Ordnung ist. Ist dann 


do 


dr 
und 7 in ® endlich, so ist a, das Residuum von da in Bezug auf %. 


= d„r"+..tar!+4n 
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Beim Beweise dieses wichtigen Satzes können wir uns auf die Be- 
trachtung der Residuen beschränken, welche zu den sämmtlichen im Unter- 
eck B von d@ aufgehenden von einander verschiedenen Punkten gehören; 
wir fügen jedoch zu diesen noch so viele von einander verschiedene will- 
kürliche Punkte mit verschwindenden Residuen hinzu, bis wir ein aus 
lauter einfachen Punkten bestehendes einer eigentlichen Classe angehöriges 
Polygon B,P»...’P, erhalten. Dann wählen wir eine Variable 3 von der 
Ordnung », deren Untereck eben dies Polygon ist, welche also in jedem 
der Punkte B%. %, ... ®, und nur in diesen x' wird. Unter diesen finden 
sich dann sämmtliche von einander verschiedene in B aufgehende Punkte. 
Es ergiebt sich unter dieser Voraussetzung für ı=1,2,...n 


"w do m—? m— e) _ —? 
(3.) = HH HN, 


dz 
wo z“ eine in ®, endliche Funetion bedeutet. Lassen wir für die Constanten 
«“' auch den Werth O0 zu, so kann der Exponent m unabhängig von ı an- 
„enommen werden (m ist dann, wenn nicht alle af), verschwinden, der Expo- 
ent der höchsten Potenz eines einzelnen Punktes, welche in 8 vorkommt). 
Der zu beweisende Satz besteht dann darin, dass Ja) =0 ist. Um ihn 
zu für die Variable 3 ($ 2) 
und bedienen uns dabei einer Erweiterung des Verfahrens $ 16,4. Wir 


beweisen, bilden wir die Spur der Function 


wählen ein Funetionensystem @,, ©, ... 0, in 42 folgendermassen: Es sei 


x 


o, = 0" in PB. B, ».. PB, endlich und von Null verschieden in ®,., 


: 0" u BP, Br ü er oil u » Pr, 
V in Pı, P;, an Pris „ „ „ „ rh ” P.- 


Sind nun 2. 2%, ... x, rationale Funetionen von 3, und ist 


n 
ni b. zu | / 
) = cr, 91 +9: r°"+7,0,. 


eine Funetion in 2, welche für 3=», d.h. m B,, PB, ... ®, endlich ist, 
so Müssen 2, 2, ... x, ebenfalls für s3= x endlich sein. Sind nämlich 

Di. Pr... 0, für = x nicht alle endlich, so existirt ein positiver Ex- 
onent r von der Beschaffenheit, dass die Producte &,3”, 53”, ... 2,3 
tür s= w alle endlich sind, und mindestens eines von ihnen, etwa 2,3 
on Null verschieden; dann enthält aber die Gleichung 


u ni 
1% —— TS 0,+°,+2,3 \Z 


len Widerspruch, dass im Punkte ®, die linke Seite und alle Glieder der 


echten Seite mit Ausnahme des ersten verschwinden. 
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-_ 


Hieraus ergiebt sich zugleich, wenn man 7 = 0 setzt, dass die Fune- 
tionen 01, @, ».. @, eine Basis von (2 bilden. Setzt man daher, indem 
man mit x,, rationale Functionen von z bezeichnet, 


do 
(4.) dz O, u Lı9ı 729 + "+2,05 u=1,2 ") 


so ist ($ 2) 


(9.) s(3 —) = Cut. t +2, 


vr u . \ y p) da . 
Nun ist, wie aus (3.) hervorgeht, 3 "+ 0. für 3= »x endlich und daraus 


ergiebt sich nach der soeben bewiesenen Eigenschaft der Funetionen o, 
dass auch 


fir 3=®x endlich sind. Nun sind z. B. in dem Punkt PB, die Funetionen 
O1; 03, ».. @, unendlich klein in der me" Ordnung, während 0, dort endlich 
und von Null verschieden ist. Daher werden in ®, die Funetionen 
da 
*— 0|. 3T,ı0ı: 3T,303. ... 3 TınOn 

alle verschwinden, und es muss mithin auch zz,, für =» verschwinden. 
Das Gleiche folgt für 32,;, ... 37, , und allgemein für z«,,, sobald 
von einander verschieden sind. Daher wird #’z,, für 3=%x endlich sein. 

Setzt man nun, indem man z, eine neue rationale Function be- 
deuten lässt, 


(6.) LI. = a, 3" + al) ,‚z"? + a) 2 1423”, 
so folgt aus (3.) 
en —2 ( 
L,.— ds = 2 bt # 
und aus (4.) 
("9’—x,)o, = 2ı0ı+ +32 2.1. +3 8,410 41° 2 2,0 


Da nun in ®, „ endlich und oe, von Null verschieden, ferner alle Glieder 
der rechten Seite Null sind, so folgt, dass auch x, im Punkte ®,, und mithin, 
da es rational ist, für z3= x endlich ist. Aus (5.) und (6.) ergiebt sich dann 


m do . = . ee 4 4 re 
(.) s(” -) = za) 2" ?+ Zal 50" 4. + Fa" + 323 


Nun ist aber andererseits. wenn wieder U das Untereck, 5 das Verzwei- 
gungspolygon von z ist: 

do ua 

dz JB 
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und ® enthält keinen Punkt, der nicht auch in U enthalten ist. Daraus 


. ’ te da . . . n 
ergiebt sich wie in $ 26, dass 3 als Function von z aufgefasst, eine Func- 
tion des zu o eomplementären Moduls e ist, und mithin ist 

do 
SH) 
dz 


eine ganze rationale Function von z ($ 11, 4.). Beachtet man dies, so folgt 


aus (7.) Sxz,=0 und ferner der zu beweisende Satz 
(4) 


sa = (. 


Wir können diesem Satze auch den folgenden Ausdruck geben: Das 
Itesiduum eines Differentials zweiter Gattung dt, in Bezug auf den Punkt 
2 ist Null. 

Die Residuen eines Integrals dritter Gattung dr. ,., In Bezug auf 
Yı, 3; sind einander gleich und entgegengesetzt, und sicher von Null ver- 
schieden, da sonst dn ein Differential erster Gattung sein würde. 

Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich noch mittelst 4., dass ein eigent- 
liches Differential do, in der Normalform dargestellt, kein Differential dritter 
Gattung enthalten kann. Es verdient ferner erwähnt zu werden, dass die 


u u an . do Laie ’ 
Residuen des logarithmischen Differentials ganze Zahlen, nämlich die 


Ordnungszahlen der Function o sind (zufolge $ 23). 


$ 33, 


Relationen zwischen Differentialen erster und zweiter Gattung. 


1. Es sei o eine Funetion in 2 mit dem Untereck 


BP’ .. rn... Ge a u 2) 
und dem Verzweigungspolygon ($ 16) 
Sch’ r"..., 


a | 


worin & durch die als verschieden vorausgesetzten Punkte ®,, %, -.- 
nicht theilbar ist. Demnach ist in der symbolischen Bezeichnung von $ 25 
das eigentliche Differential 


nd] 
r 
De 


(9) 


do = Br PRufm,,. ’ 
1 ger 


woraus zunächst hervorgeht, dass ein eigentliches Differential niemals von der 


ersten Gattung sein kann. 
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2. Das eigentliche Differential do, welches in seiner Darstellung 
durch die Normalform nur Differentiale erster und zweiter Gattung ent- 
halten kann, gehört zu der Schaar derjenigen Differentiale, deren Untereck 

B=- PPC -BBR.... 
ist. Umgekehrt wird man also auch in einer solchen Schaar, vorausgesetzt 
dass m, m, ... —2 sind, und dass B’ zu einer eigentlichen Polygonclasse 
gehört, stets mindestens ein eigentliches Differential do finden. Denn dazu 
ist nach 1. nur erforderlich, dass in (2 eine Funetion o mit dem Untereck 
B' existirt. 

3. Hieraus ergiebt sich nun der folgende wichtige Satz. Alle Diffe- 
rentiale zweiter Gattung lassen sich linear mit constanten Coefficienten dar- 
stellen durch p besondere passend gewählte Differentiale zweiter Gattung, durch 
Differentiale erster Gattung und durch eigentliche Differentiale. 

Um dies einzusehen, wähle man ein beliebiges Polygon zweiter 
Gattung A von der Ordnung p. Ist nun B ein beliebiger Punkt, r ein posi- 
tiver Exponent, so ist das Polygon AP’ gleichfalls von der zweiten Gattung. 
und folglich kann der Theiler M der zugehörigen Classe nicht durch PB 
theilbar sein, weil sonst AP’, also auch A ein Polygon erster Gattung 
wäre ($ 30, 4.). Setzt man daher 

AP = Md, 
so wird ®B nicht n M aufgehen, und folglich enthält B’ den Factor PB 
genau r-mal öfter als A. Zugleich gehört ®’ in eine eigentliche Classe. 
Ist nun 


BR’ _—_ . am+r gYarm’ gatm’ 
et i r ..o.,. 


so gehen die Punktpotenzen B”, B”, 9”, ... alle in A auf. Setzen 
wir also 


B= Pepe. _IBEP... 
so existirt nach 2. in der zu dem Untereck B gehörigen Differentialschaar 
gewiss ein eigentliches Differential do. Die Darstellung desselben dureh 
die Normalform enthält sicher das Differential 


1.) di um+r, 
und ausserdem alle oder einige der Differentiale 
a Be, 


{ dia, dt, 1v?) 9 . . . dt IR m’) 


[an din, oo... dt. 


(2.) 
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nebst Differentialen erster Gattung. Es lässt sich also das Differential (1.) 
linear und mit constanten Coefficienten durch (2.), durch Differentiale erster 
Gattung und durch do ausdrücken. 

Ist daher das p-Eck zweiter Gattung 


AU = BP... 


so erkennt man durch wiederholte Anwendung des hier beschriebenen Ver- 
fahrens, dass alle Differentiale zweiter Gattung in der Weise, wie unser 
Satz es ausspricht, darstellbar sind durch die p Differentiale 


Ey m) 
3) 1dlep jdn) 





Braunschweig und Königsberg i. Pr., im October 1880. 











Ueber die Irreduetibilität von Differentialgleichungen. 
(Von Herrn L. Königsberger in Wien.) 


- von der Form 


18 


Fine algebraische Differentialgleichuı 


(myk—1 ) 


m)K ı ' m—L)' 
wtf, y;,... y' )y Le. 
++ TH, N, ) = 0 
wurde in meiner Arbeit *) „Allgemeine Bemerkungen zum Abelschen T'heorem‘ 


(1.) 


irreduetibel genannt, wenn 

1. die linke Seite derselben, als algebraisches ganzes Polynom von 
y"’ aufgefasst, sich für kein Integral der Difterentialgleiehung in Faetoren 
von einem in dieser Grösse niedrigeren Grade zerlegen lässt, deren Coef- 
fieienten ebenso wie die f,-Funetionen rational aus x, y, y’, ... y” ” zu- 
sammengesetzt sind, und 

2. die Differentialgleichung kein Integral mit einer Differentialglei- 
chung von einer niederen Ordnung « als der m'en gemein hat, deren linke 
Seite wiederum rational aus x, y, y', ... 9“ zusammengesetzt ist. 

Diese Irreduetibilitätsbedingungen lassen sich noch in eine andere 
äquivalente Form bringen, die für manche Untersuchungen brauchbarer ist, 
Es werde zunächst angenommen, dass die Differentialgleichung (1.) dadureh 
reduetibel sei, dass sie mit einer Differentialgleichung derselben Ordnung, 
aber niedrigeren Grades d in Bezug auf y(” 


m d N m— n)d | ı—1) 
2) ya Hera) = 0 
ein Integral y, gemein hat. Fasst man (1.) und (2.) als algebraische Glei- 
chungen in der Grösse y\” auf, nachdem für y, y', ... 9” die Grössen 


Yıs Yır »+. 90” substituirt sind, so wird, wenn man annimmt, dass d der 
niedrigste Grad einer solchen Gleichung (2.) ist, welehe mit (1.) das Inte- 


*) Dieses Journal Bd. 90, Heft 2. 
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sral y, gemein hat, das Verfahren der Aufsuchung des grössten gemein- 
schaftlichen Theilers zwischen den Polynomen der Gleichungen (1.) und 
(2.) nothwendig einen hest von der Form 


3) (la, Yan ya ED) yet la, ya Yan T)yT+e 
+ Wa, Yır Yır «+. yI" >) 
ergeben, welcher, da d der kleinste Grad war, dadurch verschwinden 
muss, dass 
4) ma Ya ya) 2  Yr Ya )=0 

wird. Nimmt man nun an, jenes gemeinsame Integral y, von (1.) und (2.) 
sei nicht ein Integral einer Differentialgleichung niederer Ordnung als der 
m‘, so müssen die w-Funetionen (4.) für jedes Werthsystem z, y, y', ... y"» 
verschwinden; ist dies jedoch der Fall, so muss die linke Seite von (2.) 
als ganzes Polynom von y“" aufgefasst in dem durch die linke Seite von 
(1.) dargestellten Polynome enthalten sein, d.h. die Differentialgleichung 
(1.) muss dann im algebraischen Sinne in Bezug auf y“” reductibel sein. 

So hat z. B. die Differentialgleichung erster Ordnung und zweiten 
Grades in Bezug auf y' 

y”’—y—-(y-a)-(y-ı) = 0 
mit der in Bezug auf y’ linearen Differentialgleichung 
y-y+z-1l = 0 

das transcendente Integral y= z+e” gemein; verfährt man zwischen diesen 
beiden Gleichungen nach der Methode des grössten gemeinschaftlichen 
Theilers, so ergiebt sich der Rest (y—- x)’ +y— 2—- (y— x)’—(y—x) identisch 
Null, während der Quotient y'+y-—-x wird; es muss die gegebene in y’ 
quadratische Differentialgleiehung in Bezug auf diese Grösse algebraisch 
veduetibel sein, und in der That ist 


y"-y-(y-2)—-(y-2) = W-y+e-1]y+y-a]. 

Eine algebraische Differentialgleichung kann somit nur dann reduc- 
tibel sein, wenn sie entweder mit einer Differentialgleichung niederer Ord- 
nung ein Integral gemein hat oder wenn dieselbe in Bezug auf den höchsten 
Ditferentialquotienten im algebraischen Sinne reductibel ist, und wir dürfen 
dauer auch sagen, die Gleichung (1.) ist irreductibel, wenn sie weder in Bezug 
auf y“' im algebraischen Sinne reductibel ist, noch mit einer algebraischen Diffe- 


rentialgleichung niederer Ordnung und derselben Form ein Integral gemein hat. 
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Aber dieser Definition der Irreduetibilitäit kann noch eine andere 
Form gegeben werden. Habe nämlich die Differentialgleichung (1.) ein 
Integral y, mit einer Differentialgleichung niederer Ordnung gemein, so wollen 
wir annehmen, dass die Differentialgleichung niedrigster Ordnung, welche 
y, zu einem Integral hat, 

5) Fa,y,y,y,...y9)= 0 

sei, worin 0 m-—1 und wobei wir voraussetzen, dass die Gleiehung (5.) 
in Bezug auf y‘®’ im algebraischen Sinne irreduetibel sei, so dass sie also 
auch nach dem Vorigen nicht für yı, 9, -.. 49 algebraisch reduetibel ist. 
Setzt man dieselbe in die Form 


6.) Hy, yet, ya yE)=0, 
so folgt durch Differentiation 
7) Pay THR Day tlg’ + Bi, y y, ... yo) = 0, 
durch nochmalige Differentiation mit Benutzung von (7.) 

Pay THE -Day tr yet’ + Be, y, y ... yO) = 0 
u. Ss. w., bis 

PTR - Day Tr +poly"+ PD, y Y5 ... y0) = 0 
oder 

(8.) ym—y (2, 9%, y; u y‘®) =Q\, 


in welcher y eine rationale Function bedeutet und welche ebenfalls durch 
das Integral y, befriedigt wird. Beachtet man, dass der Ausdruck 


oyP—1 ’ p=2 
pay” +(p-V)yp.y® +9. 
wegen der für die Gleichung (5.) gemachten Voraussetzung für y = y, nicht 
verschwinden kann, denken wir uns ferner die aus (7.) und den folgenden 
durch Differentiation abgeleiteten Gleichungen sich ergebenden Werthe von 
o+1) 0o+? m 
ir EEE 5; 
in die Gleichung (1.) eingesetzt, so ergiebt sich eine Gleichung 
(9) Fıla, Yı, Yı ..:yP9) = 0, 
welche, mit 
(10) Fi, Yu Yı, ... yıP) = 0 


zusammengestellt, gegen die Voraussetzung eine algebraische Differential- 
gleichung (e—1)'" Ordnung liefern würde, welche y, zum Integral hat: es 
Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 38 
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muss daher, da auch eine Gleichung o!® Ordnung in y, und von niedrigerem 
Grade in y{® als in (10.) nicht existiren soll, 


dl) Fa yo. y) = Fa, y Ye) Pla, y Yy -.. y) 
sein. Ist somit y, irgend ein anderes Integral der Gleichung (5.), welches 
somit auch die Gleichungen (7.) und (8.) befriedigt, so wird dasselbe der 
Gleiehung (11.) zufolge auch der Gleichung 

F,(z, Y2, Ya,» +» y‘®) = 0 
senigen, d. h. ein Integral von (1.) sein. Da dies nun von jedem Integrale 
der Gleichung (5.) gilt, so wird also (5.) selbst in bekannter Ausdrucks- 
weise ein algebraisches Integral der Gleichung (1.) sein, und wir erhalten 
somit den folgenden Satz: 

Hat eine algebraische Differentialgleichung mit einer algebraischen Diffe- 
rentialgleichung niederer Ordnung, welche in Bezug auf den höchsten Diffe- 
rentialquotienten in algebraischem Sinne irreductibel ist, ein Integral gemein, 
welches keiner Differentialgleichung noch niederer Ordnung genügt, so werden 
sämmtliche Integrale der zweiten Differentialgleichung auch der ersten genügen, 
oder die Differentialgleichung niederer Ordnung wird ein algebraisches Inte- 
gral der ersten sein. 

So hat z. B. die Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(a) y"-y-BDy+ty-e = 0 
mit der in Bezug auf y’ algebraisch irreduetibeln Gleichung 
P) y-yra-l=0 
das transcendente Integral 
yı = +r 


gemein, desshalb muss (.) ein Integral von («.) sein; in der That folgt 
aus (9.): 


' 


y=y-a+l y"=y-1l=y-z, 


und diese Ausdrücke genügen («.) identisch. 

Mit Hülfe dieses Satzes können wir aber die Definition der Irredue- 
tibilität einer algebraischen Differentialgleichung, wenn wir beachten, dass 
sie reductibel nur sein kann, wenn sie in Bezug auf den höchsten Diffe- 
ventialquotienten im algebraischen Sinne reductibel ist oder die sämmtlichen 
Integrale einer algebraischen Differentialgleichung niederer Ordnung besitzt, 
in einfachster Weise folgendermassen definiren: 
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Eine algebraische Differentialgleichung ist irreductibel, wenn sie in Be- 
zug auf den höchsten Differentialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel 
ist, und kein algebraisches Integral irgend einer Ordnung besitzt. 

Nachdem diese Vereinfachung der Irreduetibilitätsdefinition aber er- 
kannt ist, wird es leicht sein, die in meiner oben eitirten Arbeit bewiesenen 
Sätze zu erweitern und für eine grosse Reihe von Untersuchungen leichter 
anwendbar zu machen. Es war dort bewiesen worden, dass, wenn eine 
irreductible Differentialgleichung mit irgend einer algebraischen Differential- 
gleichung ein Integral gemein hat, sie alle mit jener gemeinsam haben muss. 
Nach den zur Aufstellung der obigen Irreduetibilitätsdefinition gemachten 
Auseinandersetzungen, welche die Differentialgleiehungen (1.) und (5.) be- 
trafen, folgt unmittelbar der nachfolgende Satz, der nur eine Umstellung 
des oben bewiesenen ist: 

Hat eine Differentialgleichung, die in Bezug auf den höchsten Diffe- 
rentialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel ist, ein Integral, welches 
nicht zugleich ein Integral einer Differentialgleichung niederer Ordnung ist, mit 
einer anderen Differentialgleichung gemein, so hat sie alle Integrale mit der 
letzteren gemein, d. h. sie ist ein algebraisches Integral der letzteren. 

So ist in dem oben behandelten Beispiele die Gleichung 

y—y+ıe—l = (0 
keine irreductible, da sie das algebraische Integral y=x hat, war aber das alge- 
braische Integral erster Ordnung jener Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Dem entsprechend werden sich auch die Sätze, welche ich in einigen 
meiner letzten Arbeiten bewiesen habe, und die die Unveränderliehkeit von 
algebraischen Relationen zwischen Integralen verschiedener Differential- 
gleichungen betreffen, erweitern lassen, und ich will mich begnügen, hier 
nur für zwei Differentialgleichungen den im 90. und 91. Bande dieses ‚Jour- 
nals behandelten Satz in seiner neuen Fassung anzugeben: 

Besteht zwischen einem particulären Integrale z, einer algebraischen 
Dijferentialgleichung 

A) FRE, t,.. Ne 0 
und einer Reihe von Ableitungen desselben, und zwischen dem Integrale y, 
der in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten in algebraischem Sinne 
irreductibeln algebraischen Differentialgleichung 
a.) fs Yy,..y) =, 
— für welche y, der Bedingung unterworfen ist, keiner Differentialgleichung 
38* 
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con niederer als der n‘* Ordnung zu genügen — und einer Reihe von Ab- 
leitungen desselben eine algebraische Relation 
ya, Yı, Yı; ... 21, 2, ..) = 0, 
so bleibt diese unverändert, wenn man für y, und dessen Ableitungen irgend 
ein Integral der Differentialgleichung (a.) und die Ableitungen desselben setzt, 
wenn man nur für 3, und dessen Ableitungen ein passendes Integral der Diffe- 
rentiälgleichung (A.) und dessen Ableitungen substituirt *). 
Ich will zum Schlusse dieser Bemerkungen noch eine Anwendung 
von der oben gegebenen Vereinfachung der Irreduetibilitätsdefinition anfügen. 
Sei die lineare homogene Differentialgleichung 
12) HT Pre Hay Hlny = 0 
vorgelegt und ihre Reduetibilität angenommen, so wird sie ein algebraisches 
Integral niederer Ordnung 
13) Pay, + I 0 
besitzen, dessen Eigenschaft ermittelt werden soll **). Seien 
Yır, Ya «.. Um 
m partieuläre Fundamentalintegrale der Gleichung (12.), so lautet das all- 
gemeine Integral von (12.) 
(14) = ayıraya tt CmYms 
und greift man unter der Voraussetzung, dass nicht je m partieuläre Inte- 
grale der Gleichung (13.) in homogener linearer Relation stehen, m solcher 
Integrale Y,, Y;, ... Y, heraus, so müssen diese, da sie auch Integrale 
der Gleichung (12.) sein müssen, in die Form gesetzt werden können 
Y, = AıYyıt an Ya’ Am Yıns 
(A.) Y = Ay Yyıt aayat' tt Yms 


Y,. Baus; A„ıYır d2Y + ,. + U, .mYm ’ 
aus denen der gemachten Annahme zu Folge 


ns = b,ı Yı+ ba Y.+ + bim Kos 


Yn vu bi Y-+ bu: Y.+ BE + os u. 


*) Für den Fall, dass die unabhängigen Variabeln dieser beiden oder eines Systems 
von beliebig vielen Differentialgleichungen in irgend einem algebraischen Zusammen- 
hange stehen, wird noch der Uebergang einer Lösung der algebraischen Gleichung 
in eine andere zu berücksichtigen sein, und alle diese Punkte beabsichtige ich nächstens 
in einer ausführlichen Darstellung aller hierher gehörigen Fragen zu besprechen. 

”*) Vergl. die Untersuchungen des Herrn Frobenius über die Irreductibilität linearer 
homogener Differentialgleichungen. 
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folgt. Da nun alle Integrale der Gleichung (13.) in dem allgemeinen In- 
tegrale (14.) der Gleichung (12.) enthalten sein müssen, so wird das allge- 
meine Integral von (15.) lauten 

(15.) um A,Yı+A:.Y;+--- HA, sa 
worin A,, A,, ... A, eo willkürliche Constanten enthalten. Setzt man nun 
(13.) in die Form 


so Iolgt, da 
(9 2 pr, 5» F. ut Y« )) 


ist, durch Einsetzen des allgemeinen Integrals (15.) 
Ya Ä, Y,+'-+A, E A, Y,+:-+A, an LE A,Ye +. +A, y“ 1)\ 


ar) | = A192, Y, Vi, ... YeD)+ AyE, Ya, Ya... YED)+e- 
| ++ A, 0a, Vu, Bas IE) 
worin die o willkürlichen Constanten in den A-Grössen vorkommen. 
Nehmen wir nun an — und in wie weit sich diese Annahme mit der 
oben gemachten Voraussetzung deckt, werden wir nachher sehen — dass 


zwischen den m particulären Fundamentalintegralen y,, Y:, -.- 9, und deren 
Differentialquotienten bis zur (o—1)!en Ordnung hin keine algebraische Be- 
ziehung stattfindet, dass also diese Annahme vermöge der Beziehungen (A.) 
auch für Y,, ... Y, und deren Ableitungen statthat, so muss die Gleichung 
(17.) für alle Werthe von 

wi Barth 


my 


See: 
identisch bestehen, und wir erhalten somit, wenn wir 


Ve, . . . y“ 1) 


m 


m» 


A,Y -+:--+A,Y.=1, AY+:+A,„Y.=1, ... AYe +... +4,YC "= P 
setzen, durch Differentiation nach den einzelnen Grössen («.) 
Oplz Il... P) _ Spa Y, Yo... FD) _ Ola Ya Nr. Nm) _ 
ol 5, oY, = oY, ” 
_ Ipla, Fa; Yas Y\=») 


7 
OF. 
[3 


Ku I, A, — I) = Op, Y, . Y Abe I") —- 300 Zu 04 (z, En: Bin; ... Ye") 





oP . ayle-» ya) 
d.h. es ist für e=1, 2, ... m 
(18.) y\z, Y,, Y,, .. Ye) “ur L, Y, + L, It ee 5 L, 1 | ie M, 


worin L,, Zu, ... Z,_1, M Funetionen von x bedeuten, oder nach (16.) die 


( 
. 
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Form der Differentialgleichung (13.) 

19) NyP+Ny@®+-+N,y+N,y = P, 
somit eine lineare, deren Coefficienten N,, N,, ... N,, P Funetionen von x 
sind. Unter den gemachten Voraussetzungen muss also ein algebraisches In- 
tegral o'” Ordnung einer linearen homogenen Differentialgleichung eine lineare 
Differentialgleichung 0'” Ordnung sein. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn die e partieulären Fun- 

damentalintegrale der redueirten Gleichung von (19.) 

(20.) N,y®+N,ye»’++..+ N, y — (0) 
mit 71, 92, ... N, bezeichnet werden, bekanntlich das allgemeine Integral 
von (19.) die Form hat 

21) y= kıntkın+++k,n,+H, 
worin A, Ar, ... 4, willkürliche Constante und H eine bestimmte Function 
von x ist; da aber das allgemeine Integral von (19.) jedenfalls ein Integral 
der vorgelegten linearen homogenen Differentialgleichung mt Ordnung (12.) 
sein muss, so folgt, dass auch H ein Integral von (12.) sein wird, und 
dass daher auch (20.) ein Integral der Differentialgleichung (12.) ist; somit 
stets eine homogene lineare Differentialgleichung ge!” Ordnung auch ein In- 
tegral von (12.). 

Es bleibt jetzt nur noch die Verträglichkeit und die Bedeutung der 
beiden Bedingungen zu prüfen, dass einerseits nicht je m partieuläre Inte- 
grale der Gleichung (13.) in homogener linearer Relation stehen, anderer- 
seits zwischen den m partieulären Integralen der gegebenen Differentialglei- 
chung und deren Differentialquotienten bis zur (o—1)!en Ordnung keine alge- 
braische Beziehung stattfindet. Angenommen nun, es ständen je m parti- 
euläre Integrale der Differentialgleichung (13.) in homogener linearer Re- 
lation, so dass sich jedes Integral y in der Form ausdrücken lässt 

vum Y+cYo+ ++ cn. Ya-ı, 
WON €, €, ».. C„_’, Funetionen von oe willkürlichen Constanten sind, so 
tolgte aus (16.) 
(22.) pa, a Yıt 4 + + HE THEY + +0) 


7 ! (o—l ] en. | 
=u9(&, Yı, I, +. PM) + + 10, Fam, Ian A), 


m—lI 


und diese Gleichung gestattet unter der Voraussetzung, dass zwischen den 
m—1 partieulären Integralen und deren Differentialquotienten bis zur (e— 1)!“ 
Ordnung keine algebraische Beziehung stattfindet, dieselben Schlüsse wie 
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die Gleichung (17.) und führt also auch unter dieser Voraussetzung auf 
eine lineare Differentialgleichung et!" Ordnung; da aber die eben gemachte 
Annahme mit enthalten ist in der zweiten oben gemachten Annahme, dass 
zwischen den m particulären Fundamentalintegralen %,, %, .». Y„ und deren 
o—1 ersten Ableitungen keine algebraische Relation existirt, so können wir 
jetzt allgemein den folgenden Satz aufstellen: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung m’ Ordnung redue- 
tibel ist, also ein algebraisches Integral o'” Ordnung hat, und zwischen den m 
particulären Fundamentalintegralen und deren o—1 ersten Ableitungen besteht 
keine algebraische beziehung, dann ist jenes algebraische Integral eine lineare 
Differentialgleichung o'” Ordnung; 
oder anders ausgesprochen: 

Hat eine lineare homogene Differentialgleichung mit einer algebraischen 
Differentialgleichung niederer Ordnung, welche in Bezug auf den höchsten Diffe- 
rentialquotienten im algebraischen Sinne irreductibel ist, ein Integral gemein, 
welches nicht zugleich ein Integral einer Differentialgleichung noch niederer 
Ordnung ist, so ist unter der oben gemachten Voraussetzung jene algebraische 
Differentialgleichung eine lineare und zugleich eine Integralgleichung der vor- 
gelegten Differentialgleichung, und die letztere hat noch die redueirte Diffe- 
rentialgleichung derselben Ordnung zum Integral. 

Als specieller Fall folgt: 

Wenn eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung ein 
transcendentes Integral mit einer algebraischen Differentialgleichung erster Ord- 
nung, welche in Bezug auf den ersten Differentialquotienten algebraisch irre- 
ductibel ist, gemein hat, und zwei Fundamentalintegrale der gegebenen Differential- 
gleichung stehen nicht in algebraischer Relation, so ist die Differentialgleichung 
erster Ordnung eine lineare, zugleich eine Integralgleichung der gegebenen, welche 
auch die reducirte lineare Differentialgleichung erster Ordnung zum Integral hat; 

ein Satz, welcher sich zum Theil schon in meiner Arbeit „Ueber 
algebraische Beziehungen zwischen Integralen ete.“ (Bd. 91, Heft 3) vorfindet. 

So hat z. B. die Differentialgleichung 


(a) Ge-ke)y+ose—l)y+ll-3e)y = 0 


das transcendente Integral y = 7';x”-+e” mit der linearen Differentialglei- 
chung erster Ordnung 


dy 


dx 


3 
(b.) —y = 3ca2?’(1-}z) 
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gemein, welche selbst, da die beiden Fundamentalintegrale von (a.) 
2?’ und e& 


nicht in algebraischer Beziehung stehen, ein Integral erster Ordnung von 
(a.) sein muss; ausserdem muss (a.) auch das algebraische Integral erster 


Ordnung 
d 
(e.) E u 


besitzen. 

Es mag endlich noch bemerkt werden, dass sich das in meiner Arbeit 
„Allgemeine Bemerkungen zum Abelschen 'T'heorem‘“ angegebene Kriterium 
für die Irreduetibilität der Differentialgleichungen von der Form 


d’z ds 
(22.) Freu itz Y) = 0 


nach diesen Sätzen unmittelbar ergiebt; denn da dieselbe für den Fall der 
Reduetibilität ein algebraisches Integral erster Ordnung von der Form 


dz 
un 
haben muss, so folgt, dass 
h+fh = ff 
sein muss, oder dass die Differentialgleichung 
ER 
Zu tt-tf = 0 
ein algebraisches Integral hat; da aber die Substitution "= u dieselbe in 
du 
ee 


überführt, so folgt als Bedingung der Irreduetibilität, dass sich kein Werth 
für ce angeben lässt, für den 


[fd — fd fd 
ce" Le e = dr 


algebraisch ausdrückbar ist. 
Wien, im Februar 1881. 











Ueber einen Satz aus der Theorie der algebraischen 
Functionen. 


(Auszug eines Schreibens des Herrn M. Nöther in Erlangen an Herrn L. Fuchs 
in Heidelberg.) 


Der von Ihnen erwähnte, von Herrn Weierstrass in seinen Vorlesungen 
behandelte Satz lautet: „dass es in der durch die algebraische irreduetible 
Gleichung 

(1) f(is,2) = 
definirten Functionsklasse, vom Geschlecht p, keine rationale Funetion von 
s, 3 giebt, welche in nur einem, aber willkürlich gewählten Punkte (s,. 3.) 
unendlich wird in einer Ordnung «u <p-+1.“ 

Zum Beweise benutze ich nur den bekannten Satz: 

(A) „wa (<p+1) Punkte von f(s, z) = 0, in welchen eine rationale 
Function von s, z unendlich in der ersten Ordnung wird, sind durch eine 
oder mehrere Functionen g verknüpft; und zwar — wenn die Funetion 
noch g+1 (homogen eingehende) Constanten hat, verschwinden genau p+g—u 
linear von einander unabhängige Functionen g in der Gruppe von u Punkten.“ 

Dieser von Herrn Brill! und mir (Math. Ann. VII) als ‚, Riemann- 


Rochseher Satz“ bezeichnete Satz ist von uns für alle Fälle — auch wenn 
die « Punkte beliebig zusammenrücken, wie im obigen Falle — streng 
bewiesen. 


Eine rationale Function F von s, 3, welche in « (<p-+1) Punkten 
« unendlich wird, lässt sich also immer in die Form setzen: 
2) F= tat tp 
Yo 

wo g, in den Punkten «& verschwindet, während u, 91, --. 9, die g+1 
linear von einander unabhängigen Functionen p sind, die in den übrigen 

2p—2—u Nullpunkten von 9, ebenfalls zu Null werden. 

Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 39 
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Es möge nun g, in nur einem, willkürlich gewählten Punkte «, aber 
in der «ten Ordnung, unendlich werden, und sei u die kleinste Zahl (<p+1), 
für welche solches bei f(s,2) =) möglich ist. 

Dann folgt zunächst, dass q nur gleich Eins sein kann. 

Denn wäre 9 > 1, so könnte man dem Zähler von F die eine Be- 
dingung vorschreiben, in « ebenfalls zu Null zu werden; und man hätte 
dann in F eine Funetion, welche sieh nicht auf eine Constante redueirte, 
und welehe in nur einem, willkürlich gewählten Punkte «, in der (w«--1)ten 
Ordnung, unendlich würde. Dies existirt nicht nach der Annahme über «. 
— Wäre aber g<1, so würde F eine Constante. Also bleibt nur g=1, oder: 

F) Fo +ap, 
Po 
Nach Satz (A.) ergiebt sich hieraus, dass im Punkte « genau p—u+l 
linear von einander unabhängige Functionen g in der ufe Ordnung ver- 
schwinden; was also für die ganze Schaar der Functionen 9 — oder 


3.) $Pz= AP+RPH+-+P,P, — 
nur @«—1 von einander unabhängige lineare Bedingungen bedeutet. 
Diese Bedingungen für $, in « in der uter Ordnung zu verschwinden, 
schreiben sich 
NM)Pmy=0, 2) Pit (dP)y =0, I) Pnt2(dP)yt PP) =0, ... 


(4.) | | 
( uw) Put (u—1) (dB) + + (de PD) —(), 


wo der Index (0) sich auf die Werthe (s,,3,) von « bezieht. Die Diffe- 


B 
rentialquotienten ( ei L; ( = re ... sind natürlich aus /(s, 2) = 0 zu ent- 
nehmen. 

Diese « Gleichungen 1”), 2"), ..., «’) stellen «—1 Bedingungen vor; 
und ebensoviele von einander unabhängige Bedingungen sind schon in den 
u—1 ersten 1’), 2"), ..., («—1)') enthalten. Denn sind nur diese «—1 Glei- 


ehungen, d.h. 


a d» d#-?(D 
(9.) Po — 0, ( dz (0) = 0, ae dazu? “ == ( 


erfüllt, und wären das weniger als u—1 unabhängige Bedingungen, so 
würden in « mehr als p— u-+1 linear von einander unabhängige Func- 
tionen g in der (w—1)ten Ordnung verschwinden, und man erhielte nach 
Satz (A.) eine Funetion mit zwei oder mehr Constanten, welche in « in 
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der (#— 1)ten Ordnung unendlich würde und sonst nicht; — was wieder 
wegen der Annahme iber « unmöglich ist. Also: 

Die u—1 ersten der u Gleichungen 1’), 2"), ..., w) sind von ein- 
ander unabhängig, und aus ihnen folgt die w' Gleichung w) von selbst. 

In unserer Betrachtung war, nach Voraussetzung, « ein beliebiger 
Punkt von f(s,2)=0. Sie gilt also auch, wenn man « beliebig varürt. 
D.h., indem man das zuletzt Bewiesene auf einen « benachbarten Punkt 
anwendet: 

Die « Gleichungen 
2) Dyt(dP)y =0, 3) Pont 2 (do) + (UP) =). 

6) I) Dayt (ul) (dP)n+ + (dd "D)ny = 0. 
(u+1)) Pont u(dB)o+ + (d"P), = 0 


haben ebenfalls die Eigenschaft, nur «—1 von einander unabhängige lineare 





Bedingungen für & vorzustellen, und aus den «—1 ersten derselben, welche 
von einander unabhängig werden, folgt die letzte von selbst. 

Da hiernach auch 2"), 3), ..., «) «—1 von einander unabhängige 
lineare Gleichungen vorstellen, folgt im System (4.) auch die erste 1’) aus 
ihnen; und man findet: 


Sobald 
dD / d“ =? 
(PD) -_ v, ( dz ;* ea v, RR \ ’ m - Ö, 


dz4-? 


rn (ER),=0 


Variirt man nochmals, so folgt aus (6.) ebenso, dass dann auch noth- 


wird auch 


’ d“+!D 
wendig | ) = () werden muss, ete., d.h. es verschwinden dann alle 
dz# +! /(w) | 
Differentialquotienten von 2 bis zu beliebig hoher Ordnung hin. Dies 
würde aber aussagen, dass f(s,z) = reductibel wäre — ein Fall, der aus- 


geschlossen ist. 
Demnach ist die Annahme «<Zp-+1 überhaupt unmöglich, q. e. d. 


Wiesbaden, October 1881. 
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Ueber den geometrischen Ort der Kegelspitzen der 
dureh sechs Punkte gehenden Kegelflächen zweiten 
Grades. 


(Von Herrn Eugen Hunyady in Budapest.) 


Die Gleichung des im Titel angeführten Ortes lässt sich nach Herrn 
Cayley, Comptes rendus der Pariser Akademie (1861, I. p. 1216), wie folgt 
schreiben: 


2 2 u TE 
T 9% 4 Pı LYı I FTıPı YıSı Yıpı ZıPpı 


u y2 3 Po Yo Tode Tops Yo3o Yops Soße 
.) dJele 80998 y 3 p 0 0 Bw 

0 24 0 0 = V 0 2 p 

0 0 2 0 Ü X 0 y 0 

0 00 2» 0 0 c Ö y 


wenn x, 9, 3, p die Coordinaten der Kegelspitzen und 


a 8 © 


I, Yı, 3, Pır, ++ Ts Yr os Po 
die der sechs gegebenen Punkte bedeuten. Die Gleichung desselben Ortes 
findet man bei Hierholzer (Ueber Kegelschnitte im Raume, Clebsch und 
Neumann, Math. Annalen Bd. Il, p. 582) unter Benutzung der Bezeichnung 
a.)  (ikl0) 
für die Determinante: 
Las Yay Ban Pa (@a=i,k,1,0) 


in folgender Form angegeben: 


(2.) (1230) (2560) (1450) (3460) — (4560) (1340) (2360) (1250) = 0. 
Der Gegenstand der folgenden Zeilen ist die algebraische Ableitung 
der Gleichung (2.) aus der Gleichung (1.), die ich mir hier mitzutheilen 
erlaube. 
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1. 


zeichnungen, bemerken wir in erster Reihe, dass die Ableitung der Gleichung 
(2.) aus der Gleichung (1.) auf die "Transformation der Determinante 4 in 
die linke Seite der Gleichung (2.) hinauskommt; um aber diese Transfor- 
mation bewirken zu können, erachten wir die Ableitung einer dabei in An- 





Unter Beibehaltung der Eingangs der Abhandlung ., 
Theorie der Flächen zweiten Grades“ (d. J. Bd. 89, p. 47) gewählten 


wendung kommenden Determinantengleichung für nothwendig. 


Man hat zunächst die folgende identische Gleichung: 


(3.) 


2,0, 


YıYyı *%;%ı 


(i.k 2,3: 


CY tY at 93; YzatYyı2 = Tu: 


3,4; 1,4; 1,2; 1,3; 2,3). 


Ersetzt man ferner in dieser Gleichung die Grössen: 


| Tı, Yı, 21; 
(b.) 1° J 
\ Ts Yı, ’ 
durch die folgenden: 
! E30; N230; Go 
VE. N31; >34) 
(C.) \ = '. 
ge 1450» 4500 
\ E20: N520 3 C: 209 


so redueiren sich die in der Gleichung (3.) rechts stehenden Factoren: z. B. 
geht 7, in Folge der erwähnten Substitutionen über in die Determinante 


“340 


“a 


Su  N3w 


nr S450 


N450 


U 


450 
‘» 


ey) 


Ns 


die man noch wie folgt schreiben kann: 


SI Un 
1 


0 0 
0 (3450) 
0 (2350) 
p P3 


- 


3 Tl 


N]340 


I 
w 
> 


N0 Su Ts 


Nu 


6. 4 


>52) LER 


0 0 0 1 

welche schliesslich nach Multiplieation mit (0345) gleich 
0 (3450) 
0 0 

(2450) 0 


Pı P> 


— p (3450) (2450) 
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ist; man erhält also nach Hinweglassung der gleichen Faetoren für 773, 
den Werth: 
— p (2450) (3450). 
In ähnlicher Weise ergeben sich auch die Werthe von 77341, an, 7, Indem 
man für dieselben der Reihe nach die folgenden Werthe erhält: 
p (2350) (2450), 
— p (2340) (2350), 
p (2340) (3450). 
Es ergiebt sich also aus (3.) nach Substitution der Grössen (c.) für die von 
b.) die folgende identische Gleichung: 

| FR FOR NN nase Nat EN BER ÄRA nt Yuan 

4.) | — p*(2340)° (2350)? (2450)? (3450) 
(ikIm= 34,45; 45,52; 52,23; 23,34; 23,45; 34,52). 

2. Mit Berücksiehtigung der Gleichung (4.) multiplieiren wir nun 
die Determinante / mit folgender Determinante zehnten Grades, deren erste 
sechs Zeilen aus 
TaoNımes  Savbmus wu Sao Nm t Sum Nas 5 Sm + Sam Sao ; 

Tat Em Tao > 20 Cum + Nm Si > Nas mot Nm Tlixo > Como t+ Emo Tl 
abgeleitet werden, indem man für ök, Im dieselben Werthe wie in (4.) setzt. 
Die Elemente der letzten vier Zeilen sind hingegen sämmtlich Null, mit 
Ausnahme von 7, 7: 8, 9; 9, 10 und 10, 4*), die alle gleich Eins sind. Der 
Werth dieser Determinante ist nach (4.) gleich 

— »* (2340) (2350)° (2450)? (3450)". 
Das Resultat der Multiplieation ergiebt sich dann nach einigen leichten Re- 
duetionen in folgender Form: 


2p* (2340) (2350)? (2450) (3450)°. 


? 


St 
Un 


KU Il) y 


(2360) (4560) (3460)(2560) 
(1230)(1450) (1340)(1250) ' 
so dass man nach Hinweglassung der gleichen Factoren schliesslich 

5.) 4 = 2(1230) (2560) (1450) (3460) — (4560)(1340) (2360) (1250)| 
erhält, woraus der Zusammenhang von 47 und des ersten Gliedes der Glei- 
chung (2.) hervorgeht, und zu ersehen ist, wie die Gleichung (2.) aus (1.) 
algebraisch abgeleitet werden kann. 


*) Es ist unter ö, k das Element der :" Zeile und A" Colonne zu verstehen. 
Budapest, den 28. December 1881. 











Zusatz zur Abhandlung: 
Ueber die verschiedenen Formen der Bedingungs- 
gleichung, welche ausdrückt, dass sechs Punkte 
auf einem Kegelschnitte liegen. 


Dieses Journal, Band 83, Seite 76.) 


(Von Herrn Eugen Hunyady in Budapest. ) 


Inten ich mir erlaube, nochmals auf diesen Gegenstand zurückzu- 
kommen, beabsichtige ich die a. a. O. angegebenen Gleichungen (1.)—(15.) 
aus der folgenden: 

2 Yı &3 Yılıı SG 
ng m 2 par Di Due 
1) D= - Y: g: BD. TE A 
zu MM a1 Ya u Difı 
Y% 3 Yl 235 Rss 


7 > > 


T; Y 26 Ys Zi; I, 3; ToYe 
abzuleiten. 


1. Mit Beibehaltung der a. a. O. eingeführten Bezeichnungen, soll 
ferner noch die Determinante: 


Sr Im Na Mm En Gi Nkı mt Nım En Eu & r Di SH Sa Nm t Sm Nr 
Sm we jr ° Mm Cut N mi Ga 24 = 
= 5a ” = N mi Cr + N; Bi 2. e 
5 Su . ’ Nix Gut N Gn : s 
Sr Em u ni Nik mt Nım ER 2 u 
Eu - 2 Mr Snit Nmi Cr E k 
dureh: 
kl, Im 
Im, mi 
2, n i, ih 
ik, Kl 
ih, Im 
kl, mi 


bezeichnet werden. 
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Da ferner im Laufe des hier Folgenden die Determinante D mit der 
Determinante (2.) ähnlichen Determinanten multiplieirt wird, so wollen wir 
das Produet der ht Zeile in D mit einer beliebigen Zeile in (2.), welche 
die folgende sei: 

k RE r p A 
p9 Sr59 Nyg N,,5 b) eng Srs3 Ny9g Sys + N, = b) org Fe ors Syq £) 


hier darstellen, indem wir für dasselbe finden: 


1} 


U 


Epe Nys + Ss Npq >) 


z, m St yı 2,0 2, ER St Y.3,Nyg ® ee 6) +2,23, @ 5, + <) 
(d.) +29, (Spy Nr ® N,4) = (3, 5. Yı Npt 3) u; (x, 5, + Yınıst 2, e) 

— (hpgq) (hrs). 

2. Die Determinante (2.) erhalten wir in einer andern Form, wenn 


wir von Gleichung (3.) der vorhergehenden Note ausgehend, die drei letzten 
Colonnen derselben unserem Zweck entsprechend unter einander vertauschen 





und die Grössen 


Tı « Yı « 3} n 
T;, Yı, 2n: 
T;, Y; E} 33 
T4s Yı» 24 
durch die folgenden: 
3 h p 
Sika» N; b) ik ) 
Su BD Ns “r1 
= n ”_ 
SIm ) Im» lm) 


Ir 


mi N mi [ni 
ersetzen: es ergiebt sich dann für (2.) der Werth: 

(kl, Im, mi) (Im, mi, ik)(mi, ik, kl)(ik, kl, Im), 
wobei unter (Al, Im, mi) die Determinante 


. 


®- 
Sun Mus Su 
is < 
I ke Y / 
| Sm 3 im» “Ilm 
w <= 

fe ' / 
| S mis Ni 3 Smi 


Da man ferner leicht findet, dass 
(kl, Im, mi) — (klm) (lmi), 
(Im, mi, ik) = (Imi) (mik), 
kl) = (mik)(ikl), 


ete. ete. zu verstehen ist. 


(mi, ik, 


(ik, Kl, Im) = (ikl) (kim), 
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so hat man schliesslich: 


kl, Im 

Im, mi 

mi, ik 
(4, — (klm)' (Imi)‘(mik)’ (ikl". 

ik, Kl 

ik, Im 

kl, mi 


Mit Hülfe dieser Identität bestimmt sich der Werth der einer beliebigen 
quaternären Zahlenecombination von 1, ... 6 entsprechenden Determinante (2.). 

3. Esist a.a.0. (8.78) hervorgehoben worden, dass von den dureh 
die Punkte 1, ... 6 bestimmten fünfundvierzig einfachen Vierecken, je drei 
auf ein und dieselbe Pappus- Desargues- Chaslessche Gleichung führen, und 
es finden sich, hierauf Bezug nehmend, daselbst die fünfundvierzig Vierecke 
in fünfzehn Gruppen zu dreien zusammengestellt vor. 

Einem jeden der fünfundvierzig Vierecke entspricht eine der Deter- 
minante (2.) ähnliche Determinante, so z. B. entsprechen den a. a. O. unter 
I. (8. 78) angeführten Vierecken: 

3946, 1625, 1324 


die folgenden Determinanten: 


4, 46 62, 25 32, 24 
46, 63 25, 51 24, 41 
2 63, 39 >l, 16 41, 135 
“135, 5’ 16,62’ (13, 32 
39, 46 16, 25 13, 24 
a4, 63 62, 51 32, 41 
4. Die Ableitung der a. a. OÖ. unter (1.)— (15.) vorkommenden 


Pappus- Desargues- Chaslesschen Gleichungen aus (1.) ist identisch mit der 

folgenden Aufgabe: Mit welehen Factoren ist die Determinante D zu multi- 

plieiren, um ihr der Reihe nach die Formen zu geben, wie diese in den 

ersten Gliedern der Gleichungen (1.)— (15.) a. a. O. vorkommen. 
Multiplieirt man die Determinante D mit der ersten der Determinanten 

in (D.), so erhält man das Resultat der Multiplieation nach Berücksichtigung 

der Gleichung (3.) in folgender Form: 
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| | (135) (146) (136)(145) 
(235) (246) (236) (245) 
(354) (463 0 0 0 0 0 
0 0 (463) (354) 0 0 0 
0 546) (635) 0 0 0 0 
0 0 0 (635) (546) 0 0 


(135)(146) (136) (145 
(235)(246) (236)(245) | 
Bemerkt man schliesslich, dass die erste Determinante in (5.) nach Glei- 
ehung (4.) den folgenden Werth hat: 
(546)? (463)° (635) (354)°, 

so erhält man nach Hinweglassung der gleichen Factoren für D den folgen- 
den Werth: 

6.) D = (136) (145) (235) (246) — (135) (146) (236) (245), 
der mit dem ersten Gliede der a. a. O. vorkommenden Gleichung (1.) über- 
einstimmt. 


— — (546)? (463)? (635)? (354) 


Es ist noch zu bemerken, dass man D in derselben Form erhält, 
wenn man statt mit der ersten Determinante in (5.) mit der zweiten oder 
dritten Determinante multiplieirt. 

Wie bereits erwähnt entsprechen den a. a. OÖ. angegebenen fünfzehn 
Viereeksgruppen ebenfalls fünfzehn Determinantengruppen, die der in (5. 
ähnlieh sind; wird nun D mit je einer der den fünfzehn Determinanten- 
gruppen angehörigen Determinanten multiplieirt, so erhält man D in fünfzehn 
verschiedenen Formen, die die ersten Glieder der a. a. O. angegebenen 
Gleichungen (1.)— (15.) bilden. 


Budapest, am 28. Dezember 1881. 











Ueber die Differentiation der elliptischen Functionen 
nach den Perioden und Invarianten. 


(Von den Herren Frobenius in Zürich und Stickelberger in Freiburg i. Br.) 


& 

\ ir betrachten im Folgenden elliptische Funetionen, in welchen 
nebst dem Argumente # auch die Perioden 2» und 2» unabhängig ver- 
änderlich sind und nur der Beschränkung unterliegen, dass sie weder un- 
endlich gross noch unendlich klein werden dürfen, und ihr Verhältniss nicht 
durch reelle Werthe hindurchgehen darf. Dann sind auch die zugehörigen 
Invarianten 9, und g, unabhängige Variabeln, die alle endlichen Werthe an- 
nehmen dürfen, für welehe die Diseriminante 9—27g, von Null verschieden 
ist. Aus den Perioden findet man die Invarianten durch die Gleichungen 


1 1 


pr ) Zur a mus er 
(3) 9 = 60 vo + var) g; = 14 


2vo-+-?2vw')’ ' 
wo die Summationsbuchstaben v, v' alle Paare ganzer Zahlen von —x bis 
+» durchlaufen, mit Ausschluss des Paares 0, 0, oder wenn man 


() en 
(2.) rm —, ed" 
107] 


setzt, und annimmt, dass die Ordinate der eomplexen Grösse 7 positiv ist. 
durch die Gleichungen 
73 h°4 


3) (2) 12= 142402 m 


, (2) 216g, = 1- 504.8, 

Um die partiellen Differentialgleichungen zu finden, denen eine ellip- 
tische Function, als Function dreier Variabeln betrachtet, genügt. fassen 
wir sie zunächst als Funetion von u, ®, ® auf, und transformiren damn 
die erhaltenen Differentialgleichungen dureh Einführung der Variabeln q,. 9; 
für &, ©. Wir knüpfen daran eine Zusammenstellung der Differentialglei- 
40* 
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chungen, die zwischen den Perioden, den Invarianten, den Perioden der 
Integrale zweiter Gattung und den durch lineare Transformation der Perio- 
den umgeformten Invarianten bestehen. 


S 1. 
Die Perioden 2w, 2’ als unabbängige Variabeln. 
Ist y(w) eine elliptische Function mit den Perioden 2» und 2w', 
und sind « und $ zwei ganze Zahlen, so ist 
y(u+2aw+2Pw) = Y(u). 
Setzt man 


en 


op N oY 24 N r 
m p,(u,w,W), ur Www,w ), 


og 
=— == 9,6, 8, @ ), 
z. fıla, w, 
so ergeben sich durch Differentiation jener Gleichung nach wo, ® und u 
die Relationen 

p,(a+2aw+2Pw)+2ap(u+2aw+2Pw) p,(u), 


p(u+2aw+2Pw)+2Ppiu+r2aw+2Pw) = (u), 


l 


p(u+2aw+2Pw) = (u). 
Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit &, ® und «, und 
addirt sie, so erhält man 
wg (ua+2aw +2Pwo)+o'gy,(u+2ew +29 w)+ (u+2aw+2Pw)yua+2aw-+2Pw') 
= op, (a) +wp, (u) +ug'(n). 
o'(u) 
o(u) ’ 


und multiplieirt man jene Gleichungen mit 


Setzt man 


(4) r(u) = 


n=1(w), „ =r(o) und r(a), 
und addirt sie, so erhält man mit Berücksichtigung der Formel 
r(ua+2aw+2Pw) = ru) +2an+2Pn 


die Gleichung 


nyilat+2aw+2P@) + r’yiur2aw+2Pw tr (u +2aw+2Fw) yiu+2aw-+27w) 
= 79) + yp(u)+rlau) ya). 
Es ergiebt sich also der Satz: 


l. Ist y(u,w, w') eine elliptische Function mit den Perioden 2w und 


2w', so sind 








in 


op 


n. w—— +W en... u — f(u). 
\ ) oW r Era ou [ 2 


> og ' Op op 
By Er ro +r(w) = ga) 


elliptische Functionen mit denselben Perioden. 


Betrachtet man in den Gleichungen (5.) und (6.) die Ableitungen 
op 


© r . . . 
Zw und =, als Unbekannte, so ist ihre Determinante 
ii ı7c 
(7) nw-no = + u 


falls man, wie im Folgenden stets geschieht, voraussetzt, dass die Ordinate 


' 


W .,. . .. . j . . . 
von 7 = — positiv ist. Durch Auflösung jener Gleichungen ergiebt sich also 


() 
in Op Eh ’ 
Id vu) —nfu)+nu-wr(u))pa), 
ir Op i 
Pr En = ogW)—nfw)+(nua-wriu))gp (u). 


Was die Ermittlung der Funetionen f(a) und g(w) anbelangt, so können 
sie ausser etwa für = 0 nur für die nämlichen Werthe unendlich werden 
wie y(u) selbst, und es ist leicht, wenn «, einer dieser Werthe ist, in den 
Entwicklungen von f{aw) und g(w) nach Potenzen von a — x, die Coeffieienten 
der negativen Potenzen aus der analogen Entwicklung von g(u) zu be- 
rechnen. Durch diese Coeffieienten ist aber eine elliptische Funetion nach 
einem bekannten Satze (d. J. Bd. 88, S. 154) bis auf eine additive Constante 
genau bestimmt. 

Auf demselben Wege, auf dem oben der Satz I. bewiesen worden 
ist, gelangt man auch zu dem folgenden allgemeineren Satze: 

Il. Genügt die Function y(u, w, w') den Gleichungen 

8)  Ylu+2w)=myp(n), ylu+2w)—=my(u), 
wo m und m‘ zwei von u, w, w unabhängige Grössen sind, so befriedigen 
die Functionen 

0) °s +0 er +u ni } ua ABER... AERO. 


=. 12 Pa rIi\u)— 
Co oo cu cow CO “Fr 


dieselben Gleichungen. 


2. 


“#LrV 


Die Invarianten 95, 9>. 


Den eben entwickelten Satz wollen wir nunmehr auf den Fall an- 
wenden, wo die mit (a) bezeichnete Funetion gleich »(w) ist. Diese 
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Function wird nur für «= 0 (und die congruenten Werthe) unendlich von 
der zweiten Ordnung, und ihre gg nach Potenzen von z beginnt mit 


1 6 
9) rt 


Die Function f(w) wird daher in diesem Falle nur für v=0 unendlich 
von der zweiten Ordnung, und die Anfangsglieder ihrer Entwicklung sind 
-- +au++-. Sie ist also gleich —2p(w). Da r(w) ebenfalls nur für 
a=(0 unendlich wird, und seine Entwicklung nach Potenzen von x mit 


2 


ua. Bi g; 
10.) rw) = ZT ne 


beginnt, so wird die Function g(a) nur für «= 0 unendlich von der vierten 
Ordnung, und die Anfangsglieder ihrer Entwieklung sind 


2 2 
trsgtrbut- 


Sie ist daher gleich 


"/ Re ı (3 f 2 ı 
19") +4 = —2p(w’+ 49: 
Demnach ist 
/ Ö 00 09 
+0 it u - = —M, 
11. 00 1017) cu 
| .) u 
$ n oy h) 
Fin (u) -—— = — 2 --Ig. 
en 7 > + ) du 9 739: 


Die erste dieser beiden Formeln ist auch leicht daraus zu erhalten. dass 


I 1 1 1 
Br rz(luineotwe) " Worwe) 
eine homogene Function (—2)ten Grades von u, w, w ist. 
Entwickelt man beide Seiten der Gleichungen (11.) nach Potenzen 
von z, so ergeben sich durch Vergleichung der Coeffieienten der Anfangs- 
slieder die Relationen 


09, ‚09, 09, ‚, 09, 
oa—2: 0 — = —4 w— tw <—= = —6a.. 
ER 00 | ow' I 0w r ou 9; 
12 og og 09. og g? 
. 93 U FE ? 3 er J2 
ar Zug, tree 
0 ow tel?) 00 3 


Ist also p(w, w') eine beliebige Funetion von ® und w', so ist 


op ‚09 wf Op 
JA — 2 
dw ow' 19: 09, + 69,5 30, 


13.) 





1017; +, 09 op „0% 
ü J2 33 


o@ 
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Demnach folgt aus Satz 1: 


III. Ist p(u, 9,95) eine elliptische Function mit den Invarianten g,. 9;. 
so sind 


| oY 6% ) 
\ 49: n. +69; A. 
(14.) | 09, og, ou 
ee 
9; 09, 9: 0, Qu 


elliptische Functionen mit denselben Invarianten. 
Nimmt man in den Formeln (13.) für g die Diseriminante und die 
absolute Invariante 


3 





- N PN ( 
(15.) I — R— > (95: g = . j 
so erhält man 
| 16) 04 ot . oO 

w ro en = —- 1294, w u ei 
16.) Er a | 0w ow' 
16.) ö . | | 

°% ‚09, og ‚, 09 9.9 
n > N <“ _ () N —— =. f} - . — ._ = 72943 
f ER + I dw ) io I dw 1 ’ 


Setzt man ferner 
S=uw-+tuv, =untun, 
wo u und « zwei willkürliche Constanten bedeuten. und nimmt in 
Formeln (13.) für g die Grösse ®, so erhält man 


den 


(17.) 4g, +6. — = -s 18. -— 14 -— 3. 
09, 93, . og, I: og, 
Aus den Formeln (12.) folgt 
09, ' 09, og ' 09 9; 
n— +n-—2 n=2+n7Z u. 9a 
l Ow y l ow!' l Ow + l Ow bg; 3 
2g, 2 2 5 n 
wg +w' I w 09 +o'S Js 49, 69; 
c@ coW oo Co 


Wendet man auf die linke Seite das Multiplicationstheorem der Determinanten 
an, so ergiebt sich daraus bei Benutzung der üblichen Schreibweise fir die 
Funetionaldeterminanten 

18.) 99.9) ___8 6(@, w') Ini 1 


c(w, w') Ini ?°? og g,) ar 8 gq 


Durch Auflösung der Gleichungen (12.), (16.) und (17.) erhält man die 
Formeln *) 


*) Die Formel (20.) und die Formel (31.) im folgenden Paragraphen sind auf 
einem andern Wege gefunden von Herrn Bruns, Ueber die Perioden der elliptischen 
Integrale erster und zweiter Gattung. Dorpat 1875. 


22.5 


BET 
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ni ög, un Ini 09, 
5 ten 18 W‘, 5 30, 187 — pw, 
(19.) 
| Ini 0g, Imi og, 2 
[= 2 00 l2gn-1ög,w, — 2 lBgn —-gw, 
08 . nn 0m a a 
(20. 4% 189,7 —g:®, 49 en 129,7j+ 189, @, 
' in olog(g,) _ in olog(g,) _ 
21) 24 m. +3 24 u 
al. it og iS 929, er in og 2 79 u 
36 00 g, ’ 36 ow!' g, 


Daraus folgt in Verbindung mit der Gleichung (7.) 
(22.) ST dlog (g;) = ndw— ndw' = w'dn— wdn). 


Beiläufig ergiebt sich aus diesen Formeln 


' 


1017 en oo , Ow! 0 


0, - ed 


0 0" © N on 


(23.) 
Um auch den Satz II. durch ein Beispiel zu erläutern, wollen wir 


die partielle Differentialgleichung ableiten, der die Function 
o(uw-+ uw’ — u) 


24) am) = ara) 


genügt, falls « und «' zwei von w und w' unabhängige Grössen sind, und 


(untu'n’)u 


«04 u'w' nieht eine ganze Periode ist. Diese Function befriedigt die Glei- 
chungen 
(25.) qia+2w) = e""gq(u), q(u+2w)= e”"q(u), 
wird nur für «= 0 (und die congruenten Werthe) unendlich gross, und ihre 
Entwicklung nach Potenzen von a beginnt mit 
l 


a) = — r— l(s—-r)ut-, 
ya ia \ u 


Wo 
26.) r=r(ua+uw)—(un4 un) s=pluw+ uw‘) 


vesetzt ist. Nach Satz Il. genügt daher die Function 


og ‚0cq og 
nn + - r (u) —- 
'00 m cu! ve ou 
denselben Gleichungen, sie wird ferner ebenfalls nur für «= 0 unendlich, 


und die Anfangsglieder ihrer Entwiekelung nach Potenzen von a sind 


an : — 3(s—r) p- + 


u q 
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Einem bekannten Theorem von Hermite zufolge (Compt. Rend. Bd. 85, 
p. 693) ist daher 


oq(u) , ,»Oqlu) , ,, 
BE BZ tr 
co . ow' e “ 


oder nach Formel (13.) 


ee 
' oq(n) Las ie ı (q”i a)+(s—r')q (w)) 
cu ä: 


= oq(u) .„ cq(u) a, u, | 
27. 18 ——— +9, — — 3(q (u)+2r(u)a (u) + {s—r)ala)). 
(21.) 95 ög, rg ög, (q (w)+ ) 


$ 3. 
Die Perioden 2n, 2n’ 


i* 


Aus den Formeln (11.) und (13.) folgt* 


(28.) 18 KO, +9 ER 3r (u) u) +69 (u) --g:. 


09, 0, 
Da p(u) = —r(u), 9"(u) = bp (u)’— 4g, ist, so ist die rechte Seite gleich 


— (tr +r")+3p"+14g. 
Durch Integration ergiebt sich daher aus der obigen Gleichung 
or(u „ orlu r h UNO 
(29.) 18g;- 5. +9 DE — 31 (u)p (u) 3p lu) +igu. 


og, 


Durch nochmalige Integration findet man daraus 


olorofu „olorofu nu $ Sin SEE? : | 
159; — sah) La Ei ru” —3p(lu) Inu 
09, 09; - 
oder 
v ‚. oo(u .„ 00(u u. N 
(30) 18; — (u) +0 ( Bi u) +HinwWolu). 
| g,; 0° | 
Setzt man 
or or 


=T,(u,w,w), -=n[W,w,w), 


oW 0W 
so ist den Formeln (13.), (29.) zufolge 
ra) + Ta) +r (une) = 49'(u) — 15 g2U. 


Für „= w erhält man daraus, weil 9/wo) =0, r(w)=n ist, 


4 


. r f 4 
n(rı 0)+1 (w))-+ 7; n(w) = — 1570 
oder 
on , Oo 
7 2 f + 7 > 2 — ['s 9,W, 
ou cow 


*) Die Art, wie Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen diese Differentialglei- 
chungen ableitet, findet man von Herrn Simon, dieses Journal Bd. Sl. S. 311 aus- 
einandergesetzt. Vgl. Weierstrass, dieses Journal Bd. 52, S. 352. 


Journal für Mathematik Bd. XCI. Heft 4. 4] 
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Aus dieser Gleichung und der analogen für n’ ergiebt sich die zweite der 


Formeln 
u n = + ww n — = oo I; 4q, - 6} ke | + 09; .R & zn! N, 
3], \ eo OW 09, 09, 
on ‚on PM © ‚en ” 
„99 2 ' is 
{ N — ? = — 108, 180, — G-—- =14,0 
| ' ew rn ou’ 12 I: og, I: 09, 19° 
Mithin ist 
on ‚on on’ „! on 
n- N 1 = ' 
'0w ' oWw! 1 ew ' eWw' 13V a5 nw 
2 en Anl - ' 
on or Ö on r 7 
ii BR IP 7. ee | l 
010) Oy oo ow' 
oder nach (7.) 
99 onn) _ o(w, ‚w) _ Bu: on,n) _ im 
‚IE. 57 at Te N) 1.5 32 
°(w, w') © (N; / u (9, 9) 9; 


Verbindung Kay den Gleichungen (21.) folgt daraus (vgl. Klein, Math. 
Ann. Bd. XV S. 86.) 


33 ö’logg,  ö?logg, u Z. Ru 
Ir rn oO r D) . r a 5 )® 
) ow" ow'” cCwow' n’ 7° 


Ist p(o, w') eine Funetion von » und w', so ergiebt sich aus (21. 


nr, 


op, cp _ in Ollogg,,$) _ in Ollogg, 9) 9m") 
io ie 24 oo) 4 9m) Hlw,w)'’ 


also nach (22.) und (32. 


Mr or feltı - 0p , ÖG 
4) 2443 =-— sg Ww EN 
5 5 cowW Oo ade \ 


und folglich nach (13.) 


Op . co Op, »%% 
39. ee + (189, E4 +9 r\. 
\ on on 9 09, 09, 


Nimmt man für g die Invarianten 9; und 9, so erhält man die zweite Reihe 
der Formeln 


| „ 99% ‚ 09, 09; ‚09, 
In =4g,, n —— =6« 
961 \ / on Tr on’ 93; 1; on +N - 93; 
56.) | z 
m 9; +w'- u 22@ wo °; +w' — 4g, 
Mm on’ 9, ' on © „/ 


nm mn 


\ 7 . r en © 
Berechnet man aus den Formeln (31.) die Werthe von Er und —-, so 


09, 


findet man unter Berücksichtigung der Relationen pr die Gleichungen 
on © on ; 


BIN — + =0, 25 ). 
(31. 3. "= VT Falk 25: zu 


I; 
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Daraus erhält man durch Elimination von 7 oder ® die Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung (vgl. Borchardt, dieses Journal Bd. 58. S. 134.) 


0.0 00 
12 N 2 u . Su; = U, 
38, \ 09, I: 09; 
\JO, 
Eu ee: BE IB), 
09? ög° 9, 09, 


Zu diesen Formeln gelangt man am bequemsten, indem man von der Dar- 
stellung von ® und n durch geschlossene Integrale 


. ds & sds 
(39) 2w=/ ‚ 237= -/ = 
. y4s’—9,5s—9, ‘ Y4s’—9,5—9, 
ausgeht. 


Sei D das durch die Gleichungen 


[drinn + 99 _ 1,20 P 


) _— 


(40.) | = gr 
| BE: tn' OE\_ ircr ol(logg,,%) 
m ("3 00 dw S o(w, w') 


definirte Operationssymbol. Setzt man in den Gleichungen (28.), (29.), (30.) 
u= uw+ uw, wo u, w von w, w' unabhängig sind, und benutzt man ausser 
den Bezeichnungen (26.) noch die Abkürzungen 


(41.) q m o(u m) 4 u'w') e tuwtu'w )Kun4 ar f u ou m) .s uw 
so erhält man die Formeln 
Dlogq = }r'—}s, Dr= —B3rs- 3t, 


Ds =3rt+6s°—g, Dt=3r(6s—4g)+9st. 


| 


(42.) 


S.4. 


Das Periodenverhältniss und die absolute Invariante. 


Ist g(w, w') eine homogene Function nullten Grades von ® und w', 


[3 [2 * ad [3 w' * 
also eine Funetion der einen Variabeln = —, so ist 
() 
’ op ‚op dg now —n'w rn’ dg 
\& nz /Be. = — = - = - : u 
(a) ' co rn cow' dr DO 2w* dint 
7. B. ist nach Formel (16. 
aa de 36w g°« 
(43.\ 4 Zn - N 9; m 
dirtt 7 g 


Daher ist 


, \ oO us 2 ] 
(44. 18, = + 54h RP 
7.09 9,  dg 


41* 
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Die Function 
(45 \ [= Ar 
3) % 
ist eine eindeutige homogene Function (—1)!e? Grades von w und w und 
genügt nach (16.) der Gleichung 
of, ‚of 
46.) =—-+n1-— =. 
(48, (Pr: 77 
Ist daher g eine homogene Function v2 Grades von » und w', so ist 


| ep, E91 _, Wr), „ 8uP) __® IEr) 
et) Te Bat din 


CoW 


1 
Nimmt man in dieser Formel = und setzt man 





Zi Fi 
(4) veo)=—, 
Ä wf 
so erhält man 
ae NW ‚ dogw(r) N  dwer) 
48, Fr — ee 1 “ = a ne ı 
\ Ä rt ° d(inrt) nf ? dint 


In den folgenden Formeln dieses Paragraphen wollen wir der Einfachheit 
halber f= 1 voraussetzen, so dass ®, 7, 9:, 9; die Ausdrücke bedeuten, die 
bisher mit wf, nf", pf”*, ggf” bezeichnet worden sind. Dieselben sind 
also Funetionen von r oder g. Eine Function von ® und w oder von 9 
und g,;, kann nun zwar mittelst der Gleichung f=1 in verschiedene Formen 
gebracht werden. Aber zufolge der Relation (46.) ist der Ausdruck 
N = +n Bun oder 198g; Er + 
unabhängig von der Art, auf die y durch », »& oder 9, 9; ausgedrückt ist. 
Setzt man in der Formel (44.) y=@ oder 7, so erhält man nach 
17.) und (31.) 


._d . n ME _. 


Dureh Elimination von 7) oder @ ergiebt sich daraus (vgl. Bruns, 1. ec. 8.5: 
Dedekind dieses Journal Bd. 83, S. 280) 


d’ .. d | 
61) tlg) + = 0, 
DV.) 


d’7 J\ dr 


| 6glg— -}) dg : + (99-2; dg +47) =. 


Nimmt man in der F Me: (P.) g=g; oder g;, so findet man nach (12.) 


ns ‚2 dg, dg, u 
(81. ıp(T) Fr — 12g;, vi (T)° Sur = — 39. 


dint 
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Nimmt man ferner 9=n, so erhält man nach (31 


i . r 
7U d or on ( 
9, = u Br +7 - = — w. 
2w' dint 10177) °w 12 
Daher ist 
9, re" dn 
12 2w° d(int) 
oder, wenn man für ® und no ihre Werthe aus (47.) und (48.) einsetzt. 
FOREN d’w(r) 
22. 1 » — \T z z—  ® 
ie: 39: y (dinrt)’ 


Nimmt man endlich der Reihe nach 9= 9, 9, 9. 99. U. 8. w., so ergiebt 
sich nach analogen Umformungen 


‚d’(w(r)’) 


4g, = —Iw(t — 
9 . * (dint) 
> 4 \ & d’(w(r)’) 
32 = Aylt) —AL 
I: 3 (dinr)* 
Hr | a d’(w(r)*) 
3. 1,2°9, = — lwy(r)’ 4 
3’ 293 4 (dinr)' 
‚ „d°’(w(r)’) 
647 32. 37 mn 1 7 T\‘ / 
g:+32.319: Sr Tdinn)‘ 
| U’ (w(t 
5 22a, = — Awy(r)° 4 
I29; s ' (dint)‘ 
Allgemein ergiebt sich 
__4\n “( n—1) n—1/ (\n—2ayrf ' 
W, — ( 1) TR e ” u vr) = —] "wi(t)" de ß - v sz v NE, 
n—1 ; (diar)" | = in(dint)" 


. . . Q, ne on 
als eine ganze Function von 2 und 4g;,, deren Coefficienten positive ganze 


Zahlen sind, mit Hülfe der Reeursionsformel 


54) 2 4 ent (g)mwat +), 


dint 


welche aus der Lagrangeschen Umkehrungsformel leicht abzuleiten ist *). 
In dieser Gleichung ist 
„dw,-ı 
— y" er = +3 (189, - 


dint 


un-ı N 2 oW.—ı \ 


rg 


o 'g, 09, J 


* Allgemeine: ergeben sich aus dieser Formel, wenn « und v zwei Functionen 
von « sind, die Identitäten 


n 1 ww 
n a TES Bl miele nf n\ 
S:(,) 37 Pz(w+!) DE (wie) = Die), 


a l n—/ ia r 
2-1 (}) ig "Dr (eDzuXt') = Die). 
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Aus den Relationen (52.) und (53.) erhält man für w(r) die Differential- 
gleichung dritter Ordnung (vgl. Jacobi, dieses Journal Bd. 36, S. 103) 


21 [fe,am VOT orfı.ras !YE)Y _ 
Id. [3w (dinr)’ 27 |4w(7) (ine): J Bez 1. 


$5. 
Transformation der Perioden. 
An Stelle der unabhängigen Variabeln »&, »' führen wir zwei neue 
Variabeln 2, 42’ ein mittelst der linearen Substitutionen 
m -n u zu 2+502' > 
(96.) ' 
0 = c2+dNR! 
deren Determinante 
57.) ad—-be = 1 
sein möge, und deren Coefficienten im übrigen willkürliche Grössen sind. 
Wir bezeichnen mit 
die Ausdrücke, die aus 42, 42’ in der nämlichen Weise gebildet sind wie 
PR N . 
/E 7; T, gr: 93: 96: ; 9 
r aus w, . Die Gleichung *) 


2 


HR-UQ = % 
seht durch die Substitution (56.) 
(aH+bH')w—(cH+dH)w = 5 


über. Vergleicht man diese mit der Relation (7.), so erkennt man, dass 
die durch die erste der beiden Gleichungen 

aH+bH = n+Guw, 

ceH+dH' = n"+Gw' 

definirte Grösse @, auch der zweiten Genüge leistet. Ist daher 9 eine 
Funetion von ® und w', also auch von 2 und 2’, so ist 


Id \ 
Fe (58.) 


59) H = PR 2. U. ARE. (0, = WAR. 


af dw L en, ow!' 


Selbstverständlich wird der Fall ausgeschlossen, wo es keine Paare ent- 
sprechender Werthe r und 7 mit positiven Ördinaten giebt, wie dies z. B. eintritt, 
wenn a, b, c, d rein imaginär sind. 
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also speciell, wenn g eine homogene Function vn Grades ist, 


op ‚04 9, en 
Pu HM = n n —— + xrG.o 
02 * o82' co m ow' ah, 
oder nach (13.) 
’o \ ) 17 op v) told ) 0 ? op ‘ . 
60.) 18@G.— @ I Ein Bee, 
BI" 130,1 06, a, 7 09, nv 


Setzt man in Gleichung (59.) für g auf der linken Seite a7 +bH', auf 
der rechten 7+@,w, so erhält man nach (31.) und (40. 

(61.) 9 —g = 12@+4D@G.. 
Setzt man in derselben Gleichung = @,, @,, @,, so findet man 

62) 186 = 1266.+D6,. 

63) De, = @&-18G,6,, 

64. DG, = —36G,@%, @=— 34Dlog(@,). 
Durch Elimination ergiebt sich daraus 
65.) 9-4) = 66,94 72@+36G, DG,+2D°G,, 
66.) D’G,+366, D’G—54(DG,)— 339,D G,+ 135g, 9-54 = 0, 


Aus der Gleichung (64.) folgt die Relation 


en DF 
, De l 
\ s ( . (7, — u 3 F “ 
die sich in die beiden Gleichungen 
ir olozF f 
+ a- 77 - =7+Gw =aH+bH, 
- oO) 


68. 
| in clogF 


> 
- 


=n+Gwo =cH+dH' 


Oo 
zerlegen lässt. Setzt man den Ausdruck (67.) in (61.) und (62.) ein, so erhält 
man die eleganten Formeln 

‘69. @-q = #FD'(F"), 


7 \ v) 3 2 AN DF 
VL) G- = „FD (FT) 323g: F 
und daraus für F die Differentialgleichung dritter Ordnung 
1) [3g+4FD(F))— [275—6g DlogF+ F’D’(F)]' 2IF". 


Mit Hülfe der Formeln (18.) und (56.) ergiebt sich aus der Gleichung 


. \ /f\ Y / = 
0(G,@G,) _ 0(G,G,) o(8,8) co(w, w' 


“P, -_ AD On N/ ' { \ 
6 (9, 9;) ola,) m,w) ©(g,, 9,) 


J 


die Relation 


8(6,6,) _@, 


(9,9) « 
9.5 9,) 
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Ist y eine Funetion der Variabeln x. sind «. 3, v. d Constanten. und 
Yy B) Ps 75 
ist @0— y von Null verschieden, so ist 


(7 \ dry "EEE . ! \n+l d" (a+ Ar) y 
(73.) ad — Py) . A yLöz = (@+Px) “ — ze 
@ Es) 


Mit Hülfe dieser Identität kann man in den Formeln, die sich aus (52.), 
593.) durch Ersetzung von ©, »' durch 2, 2’ ergeben, die Ableitungen 
nach 7 auf solehe nach 7 zurückführen. Setzt man 


7.) F)=— = (d-be)y( ER), 


F br 
so erhält man auf diese Weise die Gleichungen 
G 3 d’i(r) 
EZ DB. i.. 
3 F*: Pr (dir) 
G, ae 1} f + d’(Br)’) 
dei E27 = — 3 Pr) (dint): 
(49 
. FE s I(Pe)’) 
Ip Zune 3 (rt) (dinr)‘ ’ 
2° 66, _ _ 1357,16 4er‘) 
3 m 74 P(rT)- (dinr); . US. W. 
Diese Relationen so wie auch die der Gleichung (48.) entsprechende Be- 
ziehung 
76 aH-—bH ed 2] 
u a F 2 dint 


lassen sich direct herleiten mit Hülfe der Bemerkung, dass, wenn g eine 
homogene Function nullten Grades von ® und w’ ist, nach (59.) 


m. D f 0) 
7) rn ZZ . 


10417] oW' 
ist. Aus den beiden ersten Gleichungen (75.) folgt beiläufig, dass die 
Funetion 7(r), welche drei willkürliche Constanten enthält, das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung (55.) ist. 
Aus den Formeln (44.) und (77.) ergiebt sich, wenn g eine Funetion 
von r oder g ist, die Relation 


un: 9% dp _-, 66, dp 
78.) Dy=54 ig — 54 ae 


v 


Setzt man in derselben = G, so erhält man 


54676, dE 9,656, 
GG dd 


9.) D6a= 
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vu 
DV 
Pr 
l 
— 


und mithin 


) &= (DG)' G, _ 99-1) (da. 
K . 2’3’G(G—1) '" 9, G(G—1) \dg /' 
' DG)’ G g (g— 1 / dG \ 3 

5 ı_ P@—1) 

(81) ” 23a’ —1)' 9, ı’(G—1) \ dg / 

82. PR D@ FO gig)? dG 


6y3CHG—-1)% FOÖöoailc-—1)% dg 
Setzt man zur Abkürzung 


r=6/3g’(g—-1)”, R=63G°(G-1)%, 
so ist nach (78.) 
Pe dy 


da ' 


Dy=f'r 


also wenn man eine beliebige Function von g zur unabhängigen Varia- 
beln wählt, 





F' dG  dg 


A DM 
Da Dp=0 ist, falls p eine Function von f ist, so ist nach (67.) 


G=—I Diog( m) = =4 ı(D(log Bei D(1og ", d@ -)) 


= (m | r,(t 5 =) Rn 16 „(108 > )) 


oder wenn man 


d’gy dr m d’G dR 
BR: dig‘ dg’ En dG’ dG 
setzt. 
ı nn F’ ) . 
66, = — Dog = fi p—F'P 


Folglich ist 
6DG, = ’Dp— F?DP—PF’Dlog(",) 


= f Dp-F'DP+PF’(f’p-F’P),. 
Setzt man diese Ausdrücke für @, und D@G, in die Formel (61.) ein. so 
findet man nach leichten Reduetionen 
3%+2f’Dp+ffpP = 3@%+2F’DP+ F*P', 
oder weil 
: j fr’ 
23.3699 1) 
ist, 


. 1 p’ 2 dp 1 pP 2 dPx 
+ .2 vr > \ 
r ( m —— ( . - 
f 369(9g—1) r r + r dg ) FR 36G(G—1) KR’ | R dG 
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Setzt man also 


1 pP? 2 dp 
9), => zur rs + > - 
g) ET rer 
= 1 . d’logdg dlogr \’ d’logr 
R on a 5 Zr er "Zu I ie ka" 





- 7. Br 3 
u 36 2 I? Zogg—i) T Ag 1y 


so findet man Br der Ihn 
fr: FFR’ = dg’: d@ 
die Differentialgleichung dritter Ordnung (Dedekind, dieses Journal, Bd. 83, 
S. 280.) 
(83.) [gldg’ = [@]d@.. 
Sind die Verhältnisse der Constanten a, b, c, d rational, so ist @, 
‘oder F oder @) Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Coefficienten 
rationale Functionen von 9, 9 (oder 9, 9;, f oder g) sind. Mittelst dieser 
Gleichung kann man DG, und D’@,, und folglich mit Hülfe der Formeln 
61.), (62.) die Grössen @, und @, rational durch @,, 9, 9 ausdrücken. 
Nach Formel (30.) befriedigt die Function 
ou) = (u, 2,2) 
die Differentialgleichung 
a = WHERE). 
Nach (59.) folgt daraus die Relation 
Do(u) = 30"(u) — 3G,u0'(u)+4G,u°o (u) -+3G,0 (u), 
welche dureh die Substitution 


ou) = eg (u) 
In 
Dy(u) = 3yp' (uw) +2 G,y(w)+Lgugy (u) 
übergeht. Wir machen jetzt die specielle Annahme, dass 


Be, ec, Me 


) u ’ 
yn yn Yn Yn 


also 


(34) ad-Py=n 
o A) r PR. o .,. 7 aHEr) 
ist, wo a, 9, y, Ö ganze Zahlen sind und r eine positive ganze Zahl. Für 
diesen Fall wollen wir die oben eingeführte Bezeichnung dahin abändern, 
dass wir an Stelle von 
i ' 
‘2, 2, u, ya), G,, G;, G; 
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durchgängig 


- a i Ba BR: Ei 
Ynl2, In, Ynu, Inylu), G\,. - G,, .G; 
n n N 
schreiben. Dann ist 
nDy(u) = 3 pw) +3 G,yW+In’nup(u). 
oder wenn man 
p(u) = ola)"y(u) 
setzt, 
' BEre f m/s 
ee ei ii u. a ‚ ou) —olu)o"(u) | er. 
nDy(u) = 3x (u) +3n Fr (uw) +3n(n—1) (u? ıW)+32G,2 (u). 


Führt man jetzt an Stelle von « die Grösse s= (u, ®,o') als unabhängige 
Variable ein, und geht dadurch %(w, », w') in B(s, g,,9;) über, so erhält 
man (Kiepert, dieses Journal Bd. 88, S. 209): 





f nz N? 3 
AnDB = 6(4’—-gs—g,) 
(85.) .- ” 
4 2 / « O > s fr v\ 
— (12 (2n -- 3) — (dn— 3 9.) As -+ 6 (n .n ae 1 j Ss+ 36G,) B. 


Ist „= 2m+1 eine ungerade Zahl, so ist bekanntlich B eine ganze Funetion 
mten Grades von s 
B= s"+B,s""+B,s""+:-+B,. 


Zwischen den Coeffieienten dieser Funetion ergiebt sich aus der entwickelten 
Differentialgleichung die Keeursionsformel 
6(2u+2)(2u+3)B,., = 4a DB,—-18G,B, 


(86.) 
ku .) ; m A ’ 
—4(n—2u+1)(a+bu)g B,+:(n—2u+l)(na—2u+3 GB, 


\ 


Insbesondere findet man mittelst der Formeln 
9,—ng=12@G+4nDG, 156, = 126, %+nDG,. 
welche an die Stelle von (61.), (62.) treten, die Werthe 
2B,=-6G,, 240B, = 30®-6,—- (ön—6)g,, 
3360 B, = - 70@ +76, + 1(ön —- 18)G,% —4G,— 4/14» — 15)g,;. 
Zürich, April 1881. 





Ueber die Kugeln, welche ein räumliches Vierseit 
berühren. 


(Hierzu eine Figurentafel.) 


(Von Herrn Heinrich Vogt in Breslau.) 


$1. 

Lis seien a, und a, zwei beliebige Tangenten einer Kugel mit dem 
Mittelpunkt M, ihre Berührungspunkte WU, und %,; die Tangentenebenen 
in X, und U, «, und «@, schneiden sich in der zu A, 4, conjugirten Geraden 
@,%,; die Schnittpunkte von a, und a, mit «a, seien f, und &,. Alsdann 
sind von einem Punkt x, der Geraden a, zwei Tangenten an die Kugel 
möglich, welche a, schneiden; nämlich die von r, ausgehenden Tangenten 
des Kreises, in welchem die Ebene x,a, die Kugel schneidet. Es seien 
zb, 4Ü=t% diese Tangenten, B,C, ihre Berührungspunkte. Um 
die Vorstellungen zu fixiren, wähle ich x, auf der Strecke WU,f; mit x, be- 
zeichne ich denjenigen Punkt, welcher auf der Strecke U,;e, liegt, mit x; 
den Schnittpunkt, welcher ausserhalb der Strecke W,;e, liegt. 

Daun Bd, HR = HD, so sindxy, A, und x,B, gegen jede durch 
A,9, gehende Ebene, A, und u, gegen jede durch WB, gehende Ebene 
gleich geneigt: mithin, daB, und 3, nur "Theile derselben Geraden b, 
sind, so sind die Geraden a,a,b, gegen die Ebene WW,B,, welche ich 
ebenso wie den in ihr liegenden Kugelkreis mit 5% bezeichnen will, gleich 
veneigt. Ebenso sind a,a,e, gegen die Ebene A,W,C, =y gleich geneigt. 
P und y sind offenbar verschiedene Ebenen; denn es giebt nur zwei Punkte 
Y, und 8, des Kreises ?, welche von x, die Entfernung gleich x, X, haben: 
da nun auch „6, =uQ,, so kann 6, nicht in der Ebene / liegen. 

Hierdurch sind die Ebenen 5 und y vollständig bestimmt; wir können 
den Satz aussprechen: 

Diejenigen Tangenten einer Kugel, welche sich an zwei feste Tangenten 


a, a, derselben anlehnen, haben ihre Berührungspunkte auf zwei festen Kreisen 


77, gegen welche a,a, und alle beweglichen Tangenten gleich geneigt sind. 
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P und y sind zunächst zu finden, indem man durch WU, und A, zu 
a, und a, Parallele zieht, und die Winkel, welche diese Parallelen mit «, 
und a, bilden, halbirt. Bewegt man die a,a, schneidende Tangente 5b, an 
dem Kreise # herum, so kommt sie innerhalb der Ebenen «, «@, in die Lagen 
ZN, 5=NM,f. Diese Geraden gehören, da von A,W, nur je eine 
sich an a,a, anlehnende Tangente möglich ist, auch der Schaar e an; sie 
haben demnach gegen 5 und y dieselbe Neigung wie a, und a. Deshalb 
sind $y auch die Ebenen, welche die Winkel a,b., a,b; halbiren. Mithin 
schneiden sich die Kreise (nicht die Ebenen) 37 rechtwinklig in U, und X.. 
Bezeichnen wir die Schnittpunkte der Geraden e,«@, mit den Ebenen 9 
mit bc, so ist die Strecke fe, in bc harmonisch getheilt und zwar im Ver- 
a _ U _Uf 
7 mE " RT? 
a,a, durch A,%; und die dazu eonjugirte Gerade «,«, abgeschnitten werden. 


hältniss ‚d.h. im Verhältniss der Strecken, welche von 


Die Ebenen 57 sind, weil die Kugelkreise 57 einander rechtwinklig 
schneiden, conjugirt; demnach sind auch be eonjugirte Punkte: b ist der 
Pol von y, c von P. 

Sämmtliche Tangenten 5 kann ich nach dem Obigen erhalten, indem 
ich eine von ihnen an den Punkten des Kreises 3 innerhalb der Tangential- 
ebenen mit beständig gleicher Neigung gegen die Ebene 7 herumführe: 
oder mit anderen Worten, indem ich sie um die Gerade Mm, (wo m, Mittel- 
punkt des Kreises 5 ist) rotiren lasse. Die Gerade 5 lehnt sich hierbei 
beständig nicht nur an a,a, an, sondern an jede Gerade, welche durch Ro- 
tation von a, oder , um Mm, als Axe entsteht. Mithin bilden die Tan- 
genten b die eine Regelschaar eines Rotationshyperboloids B, dessen anderer 
Regelschaar a,a, angehören. Ebenso sind die Tangenten e die eine Regel- 
schaar eines Rotationshyperboloids I’ mit der Axe Mm, (wenn m, Mittelpunkt 
des Kreises 7 ist). Beide Hyperboloide haben nicht nur die Erzeugenden 
a,a, sondern auch b;b, gemeinsam, sind also demselben Vierseit umschrieben. 

Die Gerade Mm, ist normal zur Ebene >, mithin auch normal zu 
der in dieser Ebene enthaltenen Geraden W,®,. welche der Halbirungslinie 
des Nebenwinkels von A,x,B, parallel ist. Die Gerade Mix, gehört der 
Halbirungsebene des Winkels A,x,®, an und ist deshalb ebenfalls normal 
zu A,3,; mithin ist die Ebene Mm;r, selbst die Halbirungsebene des 
Winkels U,x3,. Demnach sind die von einem beliebigen Punkte ı der 
Geraden Mm, auf a, und 5, gefällten Lothe einander gleich. Da dasselbe 
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für die ganzen Schaaren « und 5 gilt, so ist n Mittelpunkt einer Kugel, 
welche die Schaaren a und 5b berührt. Es giebt mithin eine ganze Schaar 
von Kugeln, welche « und 5 berühren; es ist leicht zu sehen, dass die 
Berührungsebenen immer parallel # oder, was dasselbe bedeutet, normal 
zur Axe Dim, bleiben. Alle diese Kugeln haben zur Enveloppe das Hyper- 
boloid B. Ebenso sind die Regelschaaren des Hyperboloids 7' zugleich 
Tangenten zu der Kugelschaar, deren Enveloppe Z' ist. Beide Kugel- 
schaaren haben die einzige Kugel M gemein. 


82. 
Die Geraden a,a, sind durch die Regelschaaren be in doppelter 
Weise projeetivisch auf einander bezogen. Sind 1» und %= die unendlich 
fernen Punkte von a, und &; r, und p, die ihnen im System 5b, x; und $, 
die im System ec entsprechenden Punkte; RP die Berührungspunkte der 
Tangenten h = tiert, d,  PıPar; MW die Berührungspunkte von e, = t,=t;, 
CZ P, Pre, So ist zunächst zu beachten, dass W und PB nicht, wie es bei 
der ebenen Figur der Fall sein würde, zu 4, und 4, Diametralpunkte des 
Kreises 5 sind (und ebensowenig RP’ des Kreises y). Denn die Tan- 
gentenebenen in A, und WR schneiden sich in einer durch c, den Pol von A 
schenden, zu a, und 5b, parallelen Geraden. Da diese Gerade aber der 
FHbene ? nicht parallel ist, so sind A,R nicht Diametralpunkte des Kreises /. 
Dasselbe gilt für WP, AM, AP’. Es ist aber Bogen YR=UP, AM =-UP. 
Die dem Punkte rt,» entsprechenden Punkte sind die Schnittpunkte 
der Geraden a, mit dem die Kugel berührenden Kreiseylinder, dessen Er- 
zeugende parallel a, sind. Diese Schnittpunkte werden offenbar durch 4; 
getrennt; der eine liegt zwischen WA, und &, weil &, Schnitt von a, mit o, 
ist, welche Ebene als Tlangentenebene des Cylinders (mit Ausnahme der in 
ihr enthaltenen Geraden a,) ganz ausserhalb des Cylinders verläuft. Der 
andere Schnittpunkt liegt zwischen 4, und pP. Da für die Schaar 5 die 
Strecke A,f, der Strecke &,Q, ganz entsprechend gesetzt ist, so geht der 
Strahl 5, durch den ausserhalb von Q,e, liegenden Punkt r,, der Strahl e, 
durch den innerhalb von Q,e, liegenden Punkt r,. Ebenso liegt p, zwischen 
A, und ri, p, zwischen 4, und fi. Die Reihenfolge der Berührungspunkte 
ist hiernach auf ? WAU,NB, aufy WU. 
Die Strecken auf den Geraden a,a, sind vermittelst der Schaar 5 ein- 
ander zugeordnet durch die Punktfolgen 
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Tıx D, A, }, Ir. 


2 ee tb u 9% 


- 


die entsprechenden Berührungspunkte sind 
RR PAÄÜAMR 
Lassen wir den Punkt x, auf a, die vier durch jene Punkte gebildeten 
Strecken durchwandern, so erhalten wir folgende Möglichkeiten für die 
Lagen der Schnittpunkte x,x, der Tangente 5, mit a, und ihres Berüh- 
rungspunktes B;: 
tb auf rad, Pd, Afı, fılız, 
nr uf do, Park, 8A, Arrı; 
lteihenfolge der Punkte (auf den endlichen Strecken): 
Bil, Kr di, Hd, Km Bi 
Combiniren wir mit b, eine zweite Tangente b,, welche a, und «a, in dv, 
und 9, schneiden, die Kugel in B, berühren möge, so ergiebt sich, wenn 
b, und 5, sämmtliche möglichen Lagenbeziehungen annehmen, dass die Be- 
rührungspunkte A,B,QU,8, des räumlichen Vierseits «a,b,a,b, auf den Seiten 
desselben folgende Lagen haben können: 

1) Alle vier Punkte liegen ausserhalb der Seitenstrecken, und zwar 
so, dass die Richtungen, in welchen je zwei Gegenseiten durchlaufen werden 
müssen, um von der Seitenstrecke an den Berührungspunkt zu gelangen. 
nicht demselben Umlaufssinne um das Vierseit angehören. 

2) Zwei Punkte innerhalb auf zwei Gegenseiten, zwei ausserhalb 
auf den beiden andern so, dass, um von den Seitenstrecken zu den Berüh- 
rungspunkten zu gelangen, diese beiden Seiten in demselben Umlaufssinne 
(durchlaufen werden müssen. 

3) Zwei Punkte innerhalb zweier anstossenden Seiten, zwei ausser- 
halb auf den beiden andern, benachbart deren nicht gemeinschaftlichen 
Kekpunkten. 

4) Zwei Punkte innerhalb zweier anstossenden Seiten, zwei ausser- 
halb auf den beiden andern, benachbart ihrem gemeinschaftlichen Eckpunkt. 

5) Alle vier Punkte innerhalb der Seitenstrecken. 

Es sind dies dieselben Fälle, welche beim Kreise und dem ebenen 
Tangentenvierseit möglich sind*); nur mit dem Unterschied, dass das räum- 


*) Steiner, dieses Journal Bd. 32. Gesammelte Werke Bd. II S. 381. 
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liche Vierseit nur in einer Weise, das ebene in drei Weisen als Viereck 
aufgefasst werden kann, und dass deshalb bei letzterem drei Fälle an einer 
Figur auftreten, die bei dem räumlichen auf drei Figuren vertheilt sind. 
Für die Sehaar e sind die Strecken der Geraden a,a, einander zu- 
geordnet durch die Punktfolgen 
tr U Pf Kim, 


19) ea Vox U, I), 


- 


mit den entsprechenden Berührungspunkten 
ar sy ’ 
RAU BU M. 


Durehwandert der Punkt x, die vier hierdurch auf a, begrenzten Strecken. 
so erhalten wir für die Lagen der Punkte 4,u6, auf ce, folgende Mög- 
lichkeiten: 
un auf 0, Ur Pıhs Alam, 
x auf ns, Ge, ei un; 
lteihenfolge der Punkte (auf den endlichen Strecken): 
ven. url, em, HC. 

Combiniren wir mit c, eine zweite Tangente c, derselben Schaar 
und lassen beide alle möglichen Lagen annehmen, so ergeben sich für die 
Lage der Berührungspunkte 4,C,Q,6, auf den Seitenstrecken des Vierseits 
a,c,4,c, dieselben fünf Möglichkeiten, welche wir für a,b,a,b, gefunden 
haben; ausserdem aber noch der Fall: 

6) Alle vier Berührungspunkte liegen ausserhalb der Seitenstrecken. 
und zwar auf den Verlängerungen derselben über zwei nicht benachbarte 
Ecken hinaus*). 

Combiniren wir zuletzt eine Gerade der Schaar b mit einer Geraden 
der Schaar e, so ergeben sich folgende Fälle: 

7) Drei Berührungspunkte liegen auf den Seitenstrecken, einer auf 
der Verlängerung. 

8) Ein Berührungspunkt liegt auf einer Seitenstrecke, drei auf den 
Verlängerungen **). 


*) Dieser Fall kommt beim ebenen Tangentenvierseit nicht vor. 
*#) Die Sonderung dieses Falls nach der Lage der Aussenpunkte ist für den vor- 
liegenden Zweck ohne Interesse. 
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\ 
I) 


Unabhängig von der Lage der Berührungspunkte gelten in allen 
Fällen die Beziehungen: 
gen: 


uwl=Hd, HU-YHYB, MU=-YB, EP =nD: 

HA, =r6,, y,=y&, BA=y&, = ni.. 
Fügen wir je vier dieser Gleichungen, welche die Theilstrecken der vier 
Seiten enthalten, mit geeigneten Vorzeichen zusammen, so ergiebt sich. 
wenn wir mit a,ab,b,c,c, jetzt die Längen der Seiten des Vierseits be- 
zeichnen, 

in den Fällen 1, 2, 3 die Relation —-— m, =b,—b, (4—6). 

in den Fällen 4, 5. 6 a4+a,=b+b, (c+e.). 

Für die Fälle 7, 8 können sich Relationen für die Seitenstrecken offenbar 
nicht ergeben; denn im Fall 7 müsste man, um zwei Gegenseiten herzu- 
stellen, alle vier Theile addiren, um die beiden andern herzustellen. drei 
Theile addiren, einen subtrahiren; im Fall S müsste man für ein Gegen- 
seitenpaar zwei T'heilstrecken addiren, zwei subtrahiren, für das andere Paar 
aber drei addiren, eine subtrahiren *). 

Wir erhalten somit das Resultat: /n einem räumlichen Vierseit, welches 
von einer Kugel berührt wird, ist nur dann die Summe zweier Seiten gleich 
der Summe der beiden andern, wenn die vier Berührungspunkte in einer Ebene 
liegen. Ist dies nicht der Fall, so giebt es keine Relation zwischen den Sei- 
tenlängen; die Berührungspunkte liegen dann so, dass je zwei der vier durch 
drei Berührungspunkte bestimmten Kreise, welche die Berührungspunkte auf 
zwei Gegenseiten gemeinsam haben, sich in diesen Punkten rechtwinklig schneiden. 

Die Fälle 1, 2, 3. in denen a, -—a, = b,—b,, unterscheiden sich nicht 
durch die Natur des Vierseits a,d,a,b,, sondern nur durch die Lage der 
Kugel M: Wie wir gesehen haben, wird a,b,a,b, von unendlich vielen 
Kugeln berührt, deren Berührungsebenen sämmtlich parallel 9 sind. Ver- 
schiebe ich nun 5 parallel mit sich selbst, so gehen die Lagen der Punkte 
A,B,AB; in den Fällen 1, 2, 3, die ich hinfort als I zusammenfasse. in 
einander über. Ein Gleiches gilt für die Fälle 4, 5. 6, in denen a +, =b,+h,. 
diese bezeichne ich als I. 

Zieht man die Lage der Berührungspunkte im Fall I in Betracht, 
so zeigt sich, dass die Axe, welche die Centren sämmtlicher Berührungs- 

*) Wollte man die Differenz zweier Gegenseiten bilden, so hätte man je zwei 
Vorzeichen zu ändern. 
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kugeln enthält, auf den Halbirungsebenen der Innenwinkel*) bei £,9,, auf 
den Halbirungsebenen der Aussenwinkel bei x», liegt**). Es sind also in 
diesem Fall, um die Mittelpunktsaxe zu finden, abwechselnd die Innen- und 
Aussenwinkel des Vierecks x£.2,9,9, zu halbiren. Im Fall II ist die Mittel- 
punktsaxe die gemeinschaftliche Linie der Halbirungsebenen sämmtlicher 
Innenwinkel des Vierecks. Demnach besteht für das Vorhandensein der 
Fälle 1 oder II folgendes Kriterium ***): Stellt man für ein Vierseit, dessen 
Seiten von einer Kugel in einer Ebene berührt werden, eine Gleichung her, 
so dass auf jeder Seite des Gleichheitszeichens ein Paar Gegenseiten stehen, 
so hat man mit gleichen Vorzeichen diejenigen Seiten zu setzen, für welche 
der Kugelmittelpunkt auf der Halbirungsebene des Innenwinkels liegt, mit un- 
gleichen diejenigen, für welche er auf der Halbirungsebene des Aussen- 
winkels liegt. 

Die Mittelpunktsaxe verläuft im Falle I, da sie auf den Halbirungs- 
ebenen der Aussenwinkel an zwei Gegenecken liegt, ganz ausserhalb des 
Vierseits, d. h. sie kann in gewissen Richtungen parallel mit sich selbst be- 
liebig weit verschoben werden, ohne das Vierseit zu schneiden, im Falle II 
wird sie vom Vierseit umschlossen. 

Im Falle 7 zeigt die Lage der Berührungspunkte, dass der Kugel- 
mittelpunkt M auf den Halbirungsebenen von drei Innenwinkeln und einem 
Aussenwinkel liegt; im Falle 8 je nach der Lage der Berührungspunkte 
entweder so wie bei 7 oder auf den Halbirungsebenen von drei Aussen- 
winkeln und einem Innenwinkel. Ich fasse 7 und 8 als III zusammen. 


83. 

Die in $ 2 besprochenen Fälle der Berührung eines Vierseits durch 
eine Kugel haben sich als die einzig möglichen ergeben. Es lässt sich 
dies auch auf folgende Weise verificiren: Nimmt man auf jeder Seite eines 
Vierseits a,d,@,b, einen Punkt an, so sind ausser den in $ 2 aufgezählten 


*) Die concaven Innenwinkel des Vierecks r,r,y,Y, sind eindeutig bestimmt, da 
das Vierseit a,b,a,b, nur ein Viereck enthält. 
**) Die Bezeichnung kann immer so gewählt werden, das a—a,=b—b,, 
nicht a —a, =b,—b, ist. 
*#*) Das Kriterium, welches Baltzer, Elem. Aufl. 3 Buch 4 $ 4,10 aus der rela- 
tiven Lage der Berührungspunkte für die ebene Figur entnimmt, wird für die räum- 
liche illusorisch. 











Vogt, über die ein räumliches Vierseit berührenden Kugeln. 335 


Möglichkeiten der Lagen dieser Punkte zu den Ecken nachfolgende vier 
Fälle möglich: 

9) alle vier Punkte ausserhalb in demselben Umlauf: 

10) alle vier Punkte ausserhalb, auf einem Paar Gegenseiten in gleichem 
Umlauf, auf dem andern Paar in unter sich verschiedenem Umlauf: 

11) zwei Punkte innerhalb auf zwei anstossenden Seiten, zwei ausser- 
halb auf den beiden andern in gleichem Umlauf: 

12) zwei Punkte innerhalb auf zwei Gegenseiten, zwei ausserhalb 
auf den beiden andern in verschiedenem Umlauf. 

Sollten nun die hier angenommenen Punkte Berührungspunkte einer 
Kugel sein, so würden die in einer Ecke zusammenstossenden Abschnitte 
gleich sein. Daraus würde sich ergeben +@=b,—b,.. Dies ist aber 
eine Absurdität; denn es müsste ,+b,=b,—a, sein, während doch 

a,+b, > It 9 > b,—a; 
ist. Demnach sind die Fälle I, II, III die einzig möglichen. 
Für ein beliebiges windschiefes Vierseit a,b,a,b, mit den Ecken 
abzrH, ba=n. abz=Yy. bad, 
sind die Orte für die Mitten aller Kugeln, welche 
a,b,. b,a,. a,b,, b,a, 
berühren, die Halbirungsebenen 
A EA AA, A 
der Innen- und Aussenwinkel bei 
Lı; Ir, d, v.. 
Je drei von diesen Ebenen, welche zu verschiedenen Eckpunkten gehören. 
ergeben als Schnittpunkt den Mittelpunkt einer a,b,a,b, berührenden Kugel. 
deren Berührungspunkte zu je dreien innerhalb oder ausserhalb der Seiten- 
strecken liegen; weil andernfalls entweder «,+a, = b,+b, oder a, — a, = b,—b, 
sein müsste. 

Durch Combination der Ebenen bei 1,1%, ergeben sich 8 Kugeln. 
durch deren Mittelpunkt je eine der Ebenen J, A, geht*). Von vier durch 
einen Kugelmittelpunkt gehenden Ebenen müssen je drei die Innen- oder 
Aussenwinkel halbiren. Wir erhalten demnach: 


*) Ueberhaupt lassen sich vier beliebigen Geraden des Raumes acht Kugeln an- 
beschreiben; denn der geometrische Ort der gleichen Abstände von zwei Geraden ist 
ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid. Drei dieser Paraboloide schneiden sich 
in den gesuchten acht Punkten. 


45* 
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Je vier der acht Ebenen gehen durch einen Punkt, je vier der acht Punkte 
liegen in einer Ebene; es lassen sich demnach die acht Punkte (ebenso die 
Ebenen) in vier Weisen zu je zwei Tetraedern gruppiren, von denen jedes 
dem andern sowohl umschrieben als auch einbeschrieben ist. Diese An- 
ordnungen sind: 


M,MZM;M, MM,M,M; 

M;M;M-M, M,MM;N,, 

M,MM;M; MM;M,M, 

M,M;, M;M,, M,M; M;M,;. 
Die Flächen eines jeden von ihnen sind normal auf denen des zugeordneten. 

Ist andererseits in einem Vierseit a,b,a,b, die Relation 
a+®a=b+bh dt tdıd) 
erfüllt, so ist jeder Punkt der Schnittlinie J, J,, Mittelpunkt einer Kugel, 
welche a,db,a, berührt. Die Berührungsebenen sind parallel den Halbirungs- 
linien der Aussenwinkel bei x, und x,, also unter einander parallel, normal 
zu J,J,. Sämmtliche Kugeln umhüllen ein Rotationshyperboloid, dessen 
der Schaar b angehörige Erzeugende sämmtlich a,a, schneiden und die 
Kugeln berühren. Lege ich von y, an eine der Kugeln z. B. M die ein- 
zige a, schneidende Tangente, deren Berührungspunkt mit denen auf a,b,a, 
in einer Ebene liegt, und welche a, in 3 treffen möge, so ist nach $ 2 
td tz >= Kdbıtdı %} 

andererseits Ist 


ty rm = Klı +Yıd}5 


es miisste also 


> = Yıya=dıda 
sein. Da dies nieht möglich ist, wenn 3,9, verschiedene Punkte sind, fällt 
3,d, zusammen; b, ist eine der Regelschaar b angehörige Gerade, und es 
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schneiden sich J,J,J,,J, in einer Geraden, deren Punkte sämmtlich Mittel- 
punkte von a,5d,a,b, in einer Ebene berührenden Kugeln sind. Diesen 
Mittelpunkten ordnen sich offenbar die im allgemeinen Fall mit M, M,M,M, 
bezeichneten ein; sie sind nämlich die Schnittpunkte der Axe mit den Ebenen 
A, A,A,A,, also die Mitten der Kugeln, welche das Vierseit a,b,@,b, in 
seinen Ecken £,1:9,9, berühren. Dagegen bleiben die Kugelmittelpunkte 
MM;M-M, unabhängig von der Kugelschaar bestehen, da jeder von ihnen 
zwar in einer der Ebenen J,J,J,,J, , aber nicht in ihrer gemeinschaftlichen 
Schnittgeraden liegt. Von den beiden im allgemeinen Fall einander gleich- 
zeitig um- und einbeschriebenen Tetraedern 

DM, M,M, 

M, MM; DM, 
redueiren sich die Ecken des ersteren auf die Schnittpunkte einer Ge- 
raden mit den Flächen des zweiten, seine Flächen auf den Ebenenbüschel 
III, I: 

Besteht endlich zwischen den Seiten eines Vierseits die Relation 
a—a,=b,—b,, so lässt sich in ganz ähnlicher Weise darthun, dass a,b,a,b; 
von unendlich vielen Kugeln berührt werden, deren Uentren auf der ge- 
meinschaftlichen Geraden der Ebenen J,A,J, A,, liegen. Dieser Geraden 
gehören auch die im allgemeinen Fall mit MH M,;MEMt- bezeichneten Punkte 
an: die betreffenden Kugeln berühren in den Eeken 9,%0,t. Die Kugel- 
mittelpunkte W,NM,M;M; bleiben unabhängig hiervon bestehen und bilden 
ein 'Tetraeder, auf dessen Seiten MW,M-NHM, liegen. Für die Relation 
4— = b—b, liegen WHNZMEM; in der Schnittgeraden der Ebenen 
A,J,,A,,J,, und auf den Seitenflächen des Tetraeders MM-MUM.. 

Es giebt also im allgemeinen acht Kugeln, welche die Seiten eines be- 
liebigen räumlichen Vierseits berühren. Ist in einem räumlichen Vierseit die 
Summe irgend zweier Seiten gleich der Summe der andern, so wird das Vier- 
seit von unendlich vielen Kugeln berührt, deren Mittelpunkte auf einer Geraden 
liegen; ausserdem giebt es noch vier berührungskugeln, welche dieser Schaar 
nicht angehören. 


4, 


Construirt man von einem Punkte r, der die Kugel WM im Punkte 


un 


A, berührenden Tangente a, die beiden Tangenten 5b, und e,. welche die 








“)% 
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Kugel in 3, und &, berühren, die Tangente a, in x, und 9y, schneiden; von 
X, und 4, die Tlangenten c, und 5b,, welche a, in 3, und 9, schneiden, die 
Kugel in &, und 3, berühren, so fallen 3,9, im Allgemeinen nicht zusam- 
men; thäten sie es in einem besonderen Falle, so hätte man ein Tetraeder. 
mit den Gegenkanten a,@,, b,b,;, c,c,, welche sämmtlich von der Kugel M 
berührt werden. Ich bezeichne ein solches Tetraeder zur Abkürzung als T,.. 

Durchläuft r, die Gerade a,, so sind die Punktreihen r, x: 3, und ebenso 
Ld»d, projeetivisch, mithin auch 3, 9, unter einander projectivisch; sie können 
also, ohne congruent zu sein, zwei gemeinschaftliche Punktepaare haben. 
Diese gemeinschaftlichen Punktepaare sind A, und fi; ihnen entsprechen 
auf a, & und %. In diesen Fällen aber ist das Tetraeder ein uneigent- 
liches; es hat entweder YA, oder f‚A, zu Doppelecken, die Geraden A, e; 
oder f,A, zu vierfachen Kanten, a, und a, zu einem Paar Gegenkanten. 
Ausser diesen uneigentlichen Teetraedern giebt es also keine, deren Kanten 
von W berührt werden und für welche die beliebig angenommenen Tan- 
genten a,a, ein Paar Gegenkanten sind. Es muss demnach für a,a, eine 
Bedingung bestehen; ist eine solche vorhanden, so sind die Punktreihen 3,v, 
congruent, jeder Punkt x, auf a, kann dann zur Ecke eines T, gewählt 
werden, welches dadurch vollständig bestimmt ist*). Da x,9, zwei pro- 
jeetivische Punktreihen sind und x, als Element der Punktreihe x den Punkt 
y, ebenso bestimmt wie als Element der Punktreihe y, so bilden x,y, eine 
Involution mit den Doppelpunkten X,f,; ebenso xy, mit den Doppelpunk- 
ten W; &.. 

Dasselbe Resultat ergiebt sich auf elementarerem Wege: Die Be- 
rührungspunkte der Kanten eines T, liegen nach Seite 329 zu je vieren auf 
drei sich rechtwinklig schneidenden Kreisen: 

WVWABB=EP, WWUES=Y BBEE = **), 
Bezeichne ich den spitzen Neigungswinkel der Tangente a, gegen Kreis 
mit y, so ist Zay=W’—y, und weil b, sich an a,a, anlehnt, / b,? =; 
/be=W—y, weil ZPea=W; Zae =W—-y, Zcy=Yg, weil c, 
sich an 5,5, anlehnt und / ay= 0" ist. Nun ist aber, weil c, sich auch 


*) Legt man im allgemeinen Falle von 3,9, weiter die Tangenten b,c, bis zum 
Sehnitt mit @,, von diesen Schnittpunkten aus die Tangenten c,b, u. 8. w., so zeigt 


sich ebenso wie beim Tetraeder, dass die Reihe sich immer schliesst, wenn sie es ein- 
mal thut. 


**) Die Bezeichnung ist hier, um die frühere nicht zu ändern, nicht ganz sym- 
metrisch gewählt. 
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an a,a, anlehnt, / ey =a,y = 90’—-Yy; mithin ist 9 = W—y, also y=45)". 
Dasselbe gilt für alle Kanten des T... 

Zwei Tangenten a,a, einer Kugel können nur dann Gegenkanten eines 
der Kugel umschriebenen T,, sein, wenn sie gegen die Kreise %y unter 45 
geneigt sind; oder wenn die Winkel f, A, & = }, U,e, = 90" sind. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so giebt es unendlich viele T,, mit den 
Gegenkanten a,a. Denn schneide ich die Kreise %y rechtwinklig durch 
einen Kreis «, der durch die zu A,4A, conjugirte Gerade «,«, gehen muss. 
in B,8,6,6,, und construire in diesen Punkten die Tangenten b,b,c,c;. 
welche a,a, schneiden, so sind diese gegen $y sowohl wie gegen « unter 
45" geneigt; es müssen also die Tangenten c,ec, auch die Tlangenten 5,b, 
schneiden, weil sie gegen deren Halbirungskreis « mit ilınen gleiche Nei- 
gung haben. Da nun a,d,c, nicht in einer Ebene liegen, so schneiden sie 
sich in einem Punkte; ebenso a,b,6;, @&b,c,, @b;c.. 

Die Geraden WU, B,B;,. &,E, schneiden sich in einem Punkte %, 
dem Schnittpunkt der Ebenen « 57, und es ist PA PU=-PB.PB=PE.PBE.. 
Die Ebenen «/5y sind, da die auf ihnen liegenden Kugelkreise einander 
rechtwinklig schneiden, conjugirt, bilden also ein Polardreiflach mit den 
Kanten 4, B,8B,, &,&,. Ist n die Polarebene von ®, so enthält sie die 
Schnittgeraden 2,4, der Tangentialebenen in WU, BB, &G.. Diese 
Geraden sind zu AU, B,B,, €,&, conjugirt und bestimmen mit ihnen ein 
Polartetraeder. Demnach werden die sich in 4 schneidenden Tangential- 
ebenen an B,B, durch die conjugirten Ebenen yr7 harmonisch getrennt. 
Diese vier Ebenen aber schneiden die Gerade a, in u y, YAf,. ©, in nm U; 
mithin werden die Punkte A,f, und A,e, durch die Ecken aller möglichen 
T,, harmonisch getrennt. Hierdurch ist die Zusammengehörigkeit der Punkte 
Y.d, bestimmt. Es gehören zu einander r,- und die Mitte o von A, f,: ebenso 
die mit p, und », bezeichneten Punkte, welche dem Punkt p,- zugeordnet 
sind. Ziehen wir die Lage der Tlangenten 5,5, in Betracht, so ergiebt sich 
nach der schon früher angewendeten Ueberlegung: 1) liegen x, und v, auf 
den Strecken t,=p, und op,, so gilt die Relation ,+@,= b,+b,; 2) liegen 
Y, und y, auf den Strecken p,A, und p,4,, oder of, und re fi, So ist 
a—a,=b,—b,. Hiernach ergeben sich zwei Möglichkeiten der Lage der 
Kugel zum Tetraeder: 1) die Kugel berührt sämmtliche Kanten des Te- 
traeders innerhalb der Seitenstrecken; es ist +; =b,+b,= «+6; 2) die 
Kugel berührt drei in einer Ebene liegende Kanten z. B. a.b,e, auf den 
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Seitenstrecken, die drei anderen auf den Verlängerungen über die Schnitt- 
punkte mit a,5b,c, hinaus; alsdann ist —- m =b,—b, = G— ©. 

Von zwei Kugeln können die Kanten eines Tetraeders nur in dem 
noch specielleren Falle berührt werden, wenn die Bedingungen 1) und 2) 
gleichzeitig gelten, das 'Tetraeder also ein gleichschenkliges mit regulärer 
Basis ist. 

Ist zunächst nur eine die Kugel M im Punkte A, berührende Tan- 
sente a, gegeben, so giebt es durch jeden Punkt 4, der Kugel nur eine 
Tangente a,, welche mit a, als Gegenkante ein T, bestimmt. Ich finde 
dieselbe, indem ich in U, die Tangentialebenen «&, construire, welche a, in 
f, schneiden möge; alsdann ist die in a, liegende zu A,f, = b; normale 
Tangente die verlangte. Jede der verlangten Tangenten a, schneidet die 
in X, auf a, normale Tangente b, in einem Punkte e, der zu A,A, conju- 
eirten Geraden. Von einem beliebigen Punkte des Raumes aus giebt es 
zwei Tangenten an M, welche 5, schneiden: Es giebt durch jeden Punkt 
des Raumes zwei Tangenten der Kugel M, welche mit a, als Gegenkante je 
eine Unendlichkeit von Tetraedern T,, erzeugen; ebenso giebt es in jeder Ebene 
zwei derartige Linien; denn jede Ebene schneidet 5, in einem Punkte, von 
dem aus, wofern die Ebene die Kugel schneidet, innerhalb der Ebene zwei 
reelle Tangenten möglich sind. 

Sind zwei beliebige Gerade des Raumes a,a, als Gegenkanten eines 
T, gegeben, so ist der Berührungspunkt 4, auf a, noch frei zu wählen: 
alsdann ist , = 4A, diejenige Gerade der Ebene A,a,, welche durch 4, 
seht und zu a, normal ist. Man hat dann, um Punkt %, zu finden, nur 
U, = &,U, zu machen, was auf zwei Arten geschehen kann; alsdann ist 
der Kugelmittelpunkt WE als Schnittpunkt der in U, und Q, auf a,a, normalen 
Ebenen mit der Symmetrieebene von A,A, bestimmt. 

Soll ein ebenes Dreiseit a,b,c, zu einem T,, ergänzt werden, so ge- 
hören diejenigen Kugeln, denen dasselbe umschrieben werden kann, vier 
Kugelbüscheln an, deren Schnittkreise die vier Berührungskreise von a b;c; 
sind. Legt man an eine dieser Kugeln von den Punkten b,c, %a,, a,b, 
aus diejenigen Tangenten, welche die zu @,b,c, in ihren Berührungspunkten 
normalen 'Tangenten schneiden, so sind dies die Kanten von zwei derselben 
Kugel umschriebenen Tetraedern. Mit gegebenem Radius sind acht das 
Dreiseit @,b,c, berührende Kugeln möglich, wofern der gegebene Radius 


grösser ist als die Radien jedes der @,b,;c, berührenden Kreise. Es giebt 
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also im allgemeinen 167, mit gegebener Basis, welche einer Kugel von 
gegebenem Radius umschrieben sind. Je zwei dieser 7, sind in Bezug auf 
die Ebene a,b,c, symmetrisch. 

Ein Dreikant a,b,c, lässt sich in sechzehn Arten zu Tetraedern er- 
gänzen, welche derselben Kugel umschrieben sind; je zwei von diesen sind 
auch hier symmetrisch. Denn es giebt acht Kugeln mit gegebenem Radius, 
welche ein Dreikant berühren; man erhält die fehlenden Kanten a,b, c,. 
indem man die Ebenen b,c,, c,a,, a,b, durch die zu a,5b,c, in ihren Be- 
rührungspunkten normalen Tangenten schneidet und von diesen Schnitt- 
punkten aus die innerhalb der Ebenen möglichen beiden Tangenten an die 


Kugel legt. 


Breslau, den 4. December 1881. 


Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 4. 
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On Certain Definite Integrals. 


(By John ©. Malet, Queens College Cork.) 


I may be proved by well-known transformations of elliptie functions 
or by direct substitution, that the differential equation 
dx dy 


Ya-e)(@—Ala—y) Vy-a)y—-Ay—r) 


is satisfied by the relation 


— 
.— 





z—a = (Yy—a) ——- 
Let us now make this substitution in the definite integral 


fr log(e—-a)de 
J V@-e)(e— Ber) 


and remarking that when 2=«, y= and vice versa; writing also for 
shortness 

(a-a)(e-P)(ce-y) = ÄL, 
we get the identity 


| F Zu da — / . ge 2 


If u Ie-1log(7- a) / 7 = (. 


ı 


(1.) 


() 


In this equation interchanging « and $ we get 


| f un ß) . „f" u. Soc 2 
u yA “ | X 


E + ne - log(y— Bf" 7 — 0: 


104 


(2.) 


hence subtraeting (2.) from (1.) we get the formula 
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(3.) ED. 40 = 3 jlog(y-e)+log(y af" =. 
fe yA a» IX 

As each side of this equation may contain both real and imaginary parts, 
it is necessary to examine the resulting formulae in two cases, viz. when 
y is the greatest or least of the quantities «, 3, y which I suppose to be 
all real. The case of y being between « and / is easily seen to be in- 
eluded in these cases. 

Ist. Let «>PD>>y, then multiplying each side of (3.) by Y—1 and 
taking the real part of each side, we deduce the formula 


a l ol a 
(4.) / ® — Y) de = log Y(a—y) B— DI dx 
ß y 


IId. Let „>P>e, we get in a similar manner 
ß loe —-T P l 
[ 0867 D) de — leg /y-B)y-a)f —Z_. 
“ Y— 2 Yv—X 
Hence we see that the definite integrals 


fISEn 4 or EN 
. y—X y—X 


a& a 


where 
X = (e-ea) (2 —-P)(2—y) 
and y is the least or the greatest of the three real quantities @, ?, y, can 
be expressed each as an elliptie funetion of the first kind. 
Let us now consider the case when X has four factors. Let 
X = (zo) (2 —P) (2 -y)(2—0). 


We find as before that the differential equation 


- + ay u 
yA Y) 
(where Y = (y-a)(y—-P)(y-y)(y—0)) 
is satisfied by the relation 
ie a ai 
(e-)—, = 0 Ö) nr 


Hence making this substitution in 


ED EETD 
. yX . YX 


we get the identity 
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f log(x— #) FOR ft log Er @) Pr Ai Zu un . 





YX 
(5.) ’ 


3 f nn DM de_1o Br eo 


In this identity interchange % and y, and we have 


FERIEN. Mi log(@—P) 12 


FR Y YXxX ‘ YX B YX 
m 7 log(2—0) y—d (ide _ 
= dx — log . =V$. 
I+/ YX a, 


Subtraeting (6.) from (5.) there results 


. “ el ö) ee -a) (Br) r 
3: 2 dee de = log 0; 
Dr 4 (na, 


we have .— by adding (5.) and (6.) 


a3 (I@-D „_ [sen ;, _ In Y P-De-M) 
(8.) J x dx J x de — log } re 5), 





From (7.) and (8.) we get the formula 


105 (EX e er u “ ei fr g@=0) 4.) 


. («—Y)(r—9) YX 
(9) 

0)(y—0) P ' log(z--7) 
I- 108 (en DVG un fe m 
where 


X = (2-a)(2—-P)(ce-y)\(2—0). 


In formulae (7.), (8.) and (9.) certain modifieations are necessary according 
to the values of $ and y with respect to « and Öd, in each case however 
we may suppose 3 and y to have consecutive values and also 5 to be 
greater than y. 

It, Suppse €>P>7y>>0. In this case we merely change 
log (2 —e) to log(@«—x) and log(x—P) to log(?—x) leaving the rest of 
the formulae unchanged. 

Id. Suppose P>y>«a>)0. 


Change log(2—P) to log(P—z), a—P to P—e, 
a—ytoy-—a and Xto —X. 
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Id Lett ae >d>P>y. 


Change log(2—/) to 
log(2—e) to 
log (2— 0) to 


P-dt00d—P, 


a Ö to 


log(P—-), 
log — X), 
lo&e(d—e), 
Xto —X. 


Öö—y and 
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It may be interesting to examine the formulae already arrived at 
when the integrals are reduced to the standard form of elliptie functions. 
Consider the integral 


T 


2 ]orsin® 
BE... / 
J 70,0, 40 


where. as in the usual notation 


4(1,6) = Y1—4 sin’. 
If we make 
Mr N > cOSsg 
sın d 40,0)’ 
we get the identity 
TI TI I 
. /- Jlogsind . /- logeosd .[ log4(4,0 
(10.) 4 >_ dd — 4 = +5 27,7. == 0 
Bu. J 404,0) / 10,0, 40° J 10,6, veN. 
4 r ü 1 
In this identity suppose A >1= 7, where k<Z1; then transform each 
integral by the substitution 
sind = ksing 
from which 
).dO MR dp 
A(h, 0) Ik, 4 ) 
We find 
ff logsin d 16 
: 44,60) 
3 1] ı 1 
° logsinp  * Jogsing rd 
2 — de +/ > dp -- lor k/ / 
0 Ih, Y) ‚ N Ak, F, / | u J ,gf 
and 
f ’ > 2 / COS Y Ko COSY | 
A(4, 0) ICh, ) ap Ih,q dy. 


0 
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Now for eonvenience let us call the integrals 


TU nm nr 


? logsinO- ? logcosd _log4(k, 6) 
J A(k, 6) 0, f* Ak, 6) ., F 7605 ®9 
L, M and N, and let Z/, M’, N’ denote the values of Z, M and N when % 
is changed to 4 where A+A”= 1; also, after Jacobi, let K and K’ be the 
complete elliptie funetions of the first kind with k and 4 for moduli. 

Now by the transformation 


i 1 
er (777 
we get 
sin 
J EP = Y-IN 
I, p) TEE 3 
7 
sin-i_— d 
6 — K_Y_IK 
v A(k,) RETURN 
at 105 


k we ' ' _1 ' 
Fi . Zr -dp = YV-1|U—M'+log(y—1)K'|: 


w| a 


Hence we Bu 


_Jogsind En za ei _/ IX 
f 2%: — L+Y-1N'+logk(K-V-1K'), 

' c0sd 

“A . , 4 (m _M' /ZDK' 
di" za. 0 = N-MH-1W-M+logll-DR)) 


Hence substituting in identity (10.) we have the identity 
L+M—-N+ Klogk— Y—1log (Y—1) K'+Y—1(N+M'—L'—K'logk) = 0. 
Hence equating to 0 separately the real and imaginary parts of this ex- 
pression we get 
L+M—N+Klogk—Y—1log(Y—-1)K' = 0, 
LU’—-M'—-N'+K'logk = 0, 


or in this latter equation changing A to k, and remembering identity (10.) 
we have for the determination of Z, M and N the three equations 
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L+M—N+ Klogk— K'y—1logY—1 = 0, 


L-M—N+Klogk' 0, 
L—-M+N — (), 
Hence we have 
N= 4Klogk, 
M= 4Klegt +18 -dD 
. k 4 | 
L = —Klogn + NED gr 


To determine what value of log(—1) must be taken, let k=1 in the last 
equation, and we find 


Y—llog—1) rn _ /? logsin® _ _ [" logz ” n’ 
4 2 nf cosd do = / 1—ı° de = - y 


() 


Hence we have the formulae 


7 
u % logsin® . 
\a.) I zur d = — N K log k— = K i 
0 } 1 — k? sın O ” 4 
hi 
“2 lor eos® : IE 7 
b.) / ng nd 2 e au do n ı K log u 7T K 
() } 5 sin’ er k 4 
2 ) ( & ı u — k®si a: q2 7 
€.) fi m & — dd = ı Klogk'.. 


y1—k”sin’ 0 


() 
Eauation (a.) is a known formula of use in the theory of elliptie funetions 
3 J : 


‚see Schlömilch's Elliptie Funetions). 
. 0. 0. . . 7T 
I may add that there are other limits of integration besides 


and O0 for which the integrals Z, M and N can be expressed in terms of 
elliptie funetions. For example the integral 
log y1— k’sin’d 


Ä dd 
1 —k’sin’0 


can be expressed in terms of an elliptie funetion of the first kind if 


COSs« 
sına = — em 
yi—k’sin’« 


This follows at once by transforming the integral 
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ff log A(k 0) 
—ı#-d6 
I Ah, 6) 
by the transformation 
ee — TE > 
y1—Kk’sin’p 
from which we have 
u. log4I(k, 0) u yQ' - dd 
Sa 9 = hf ao 


e f 


when 2 has the value given above. 
January 3°, 1882. 











Zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. 


Von Herrn M. A. Stern in Göttineen. 


Dis die Bernoullischen Zahlen allmählich über jeden anzehharer 
endliehen Werth hinaus wachsen. hat schon Euler in seiner Ditferential- 
rechnung gezeigt. Die einfache Eigenschaft dieser Zahlen aber. dass. 
der vierten an gerechnet. jede toleende erösser ist. als die il vorh: 
oehende. finde ich In keiner mir hekannten Arbeit iiber B: rnoullische Zahlen 
bewiesen oder auch nur ausgesprochen. obzleich der Beweis sehr leicht zu 
fiihren ist. wenn man von der bekannten Ewlerschen Definition auseeht. 


nach welcher, wenn B, die v'* Bernoullische Zahl bedeutet und 8. die 


’ ’ j l u nr 
Summe der unendlichen Reihe 1-- „+, ete. die Gleichung 
2... 5 
b _ S 
stattfindet. Denn hieraus tolgt 
{ B. 1} 2v-+1 23 2 N 
e B, | 27 N 
Sobald also der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Ausdruck 
erösser als die Einheit ist, muss auch B B, sein. Nun ist S 1. 
2 gt" ’ ’ 2 1 
ferner 8, = nn und da alleemein 8,, <S ‚. so ist mithin S.,. 
) ’ hj 
S2rr2 _ 6 ' 
also — —- >-- >06. Istnun v=4 so hat man 
82, sı 
9.10.06 9.10.0.6 ' 
2) 39.4 a 


mithin nach (A. 


um so mehr. wenn v7 =). 
11.12.0.6 


2ıı 
also B,>B,. Indem man diese Betrachtung fortsetzt. ergiebt sich also. 
dass überhaupt B,,,>B,. sobald vr — 4. 


Journal für Mathematik Bd. XCII. Heft 4 4n 








an Stern, zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. 


Hieraus folgt, dass wenn zwei Bernoullische Zahlen denselben Werth 
haben sollen, eine derselben B, oder B, oder B, sein muss. Ein Fall dieser 
Art ist bekannt, nämlich DB, = B,= „!;: Aus dem Vorhergehenden folgt 
aber, dass dies der einzige Fall ist. Dass nämlich unter den fünf ersten 
bernoullischen Zahlen nicht noch einmal eine solche Gleichheit vorkommt, 
ergiebt sich aus ihren bekannten Werthen. Nun ist B,=}+ kleiner als 
BD, = 5995, also überhaupt B,<B,, sobald v Z>5. Ferner sind B = 5, 
und B;= 4", kleiner als B,= z’,; und daher auch allgemein <B,, sobald v >4. 


(röttingen, den D. Januar 18582. 











Preisaufgabe der Jablonowskischen Gesellschaft zu 
Leipzig für das Jahr 1885. 


Di. Theorie der Flächen dritter Ordnung hat durch die neueren 
Untersuchungen von Schläfli, Klein, Zeuthen und Rodenberg einen gewissen 
Abschluss erhalten, insofern es jetzt möglich ist, die Gesammtheit der bei 
diesen Flächen auftretenden Gestalten mit Leichtigkeit zu überblieken. 
Hieran anknüpfend wünscht die Gesellschaft 


eine in gleichem Sinne durchzuführende Untersuchung der allgemeinen 


Flächen vierter Ordnung. 


Die mannigfachen Betrachtungen über die Gestalten der Complex- 
tläche. welche Plücker in seiner „Neuen (seometrie des Raumes” vereben 
hat, sowie die allgemeinen Untersuchungen von Rohr über Kummersche 
Flächen werden dabei ebenso als Vorarbeiten zu betrachten sein. wie die 
Angaben von Zeuthen und Crone über die Flächen vierter Ordnung mit 


Doppelkegelschnitt. Preis «00 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind. wo nicht die 
(resellschaft im besonderen Falle ausdrücklich den Gebrauch einer anderen 
Sprache vestattet, in deutscher, lateinischer oder französischer Sprache zu 
verfassen, müssen deutlich geschrieben und pagenirt, terner mit einem Motto 
versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet sein, das auf der 
Aussenseite das Motto der Arbeit trägt. inwendig den Namen und Wohnort 


des Verfassers anglebt. Die Zeit der Einsendune endet mit dem 30. No- 
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rember des angegebenen Jahres, und die Zusendung ist an den Secretär der 
(esellschaft zu richten. Die Resultate der Prüfung der eingegangenen 
Schriften werden durch die Leipziger Zeitung im März oder April des fol- 
senden Jahres bekannt gemacht. 

Die ekrönten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesell- 


schaft, welehe sich vorbehält, im gegebenen Falle die dafür ausgesetzten 


Preise nach ihrem Ermessen von 700 Mark auf 1000 Mark zu erhöhen. 
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